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Bonjour.
J’ai souhaité créé ici un document dans lequel il est facile de naviguer. C’est la raison pour

laquelle :

« A chaque énoncé d’exercices, vous pouvez cliquer sur le numéro de la page ou se trouve
le corrigé pour vous y rendre directement ;

o A tout moment, vous pouvez retourner au sommaire en cliquant sur le petit carré B qui
se trouve devant chaque titre.

D’autre part, il se peut que quelques erreurs se soient glissées dans les énoncés ou corrections;
si vous avez un doute, n’hésitez pas a me contacter via le formulaire qui se trouve sur mon
site (http://www.mathweb.fr/contact.html) afin d’aboutir & un document tendant vers la
perfection...

Je vous remercie par avance et vous souhaite un bon travail !

Stéphane Pasquet

N.B. Ce document n’est pas nécessairement complet a I'heure actuelle (je pense surtout aux
chapitres de spécialité). En fonction de mes cours, je le compléterai au fil du temps.

Vi
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Ce document repose sur trois extensions personnelles :
e pas-exos.sty
o pas-echant.mod.tex
o pas-algo.sty
tous les trois disponibles gratuitement sur la page :
http://www.mathweb.fr/latex-packages-personnels.html

de mon site.

Il fait aussi appel a tkz-euclide.sty, mais il faut modifier ce fichier afin qu’il n’y ait pas d’erreur
de compilation : ouvrez ce fichier sty, puis ajoutez les lignes (si elles ne sont pas déja écrites) :

\input{tkz-obj-angles} \input{tkz-obj-sectors}
avant la ligne :
\endinput

Il a été initialement rédigé sous Ubuntu, mais dernierement compilé sous Windows 10.

Vous aurez besoin de GIAC Xcas pour les calculs sur les échantillonnages, ainsi que Gnuplot
pour certains tracés de courbes.

Utilisateurs de Windows : vérifiez que C:\xcas\ et C:\Program Files (x86)\gnuplot \
apparait bien dans le PATH (tapez « invite de commandes » dans la barre de recherche, lancez
le terminal, puis tapez « path » et validez. Si ce chemin ne figure pas dans le PATH,

o tapez « variables d’environnement » dans la barre de recherche et sélectionnez « Modifier
les variables d’environnement systéme »

o cliquez ensuite sur le bouton « Variables d’environnement » en bas de la fenétre qui
apparait ;

o sous « variables systeme », il y a une fenétre dans laquelle apparait une ligne commencant
par « Path » : sélectionnez-la puis cliquer sur le bouton « Modifier » ;

« ajoutez « C :\xcas\ ;C :\Program Files (x86)\gnuplot \ » en fin de ligne.

o Il vous faudra redémarrer le systéme pour que ce changement soit pris en compte.

vili
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&) Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Calculs de limites

B Exercice 1. Calculs élémentaires en +oo *irvrvedr @

(Source : ts-contder-07) Corrigé page 5

Calculer la limite des fonctions suivantes en +oo.

1 f(z)=a3+42°> - bz +1 38 n(k) = sin (1)

2 g(z)=va?+2x+3 4 k() = sin £

B Exercice 2. En +-0co avec des formes indéterminées Kk eirye @

(Source : ts-contder-08) Corrigé page 5

Calculer les limites suivantes.

. 22®—5x+3 3 lim (Va2+3—+Va2+1
e T T A )

5 hm (YL -
B Exercice 3. En un nombre fini avec des formes indéterminées *kkiryr @

(Source : ts-contder-09)

Calculer les limites suivantes.

— 1
N 1 22— 1 3 lim cos T +

z—1 r—1 rom T —T

oVt —2-2 WV H1-vV2
2 lim 4 lim ————
T2 T —2 z—1 z—1
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B Exercice 4. Regle de I'Hopital Tk ke @

(Source : ts-contder-10)

Soient f et g deux fonctions définies et dérivables en un nombre réel a telles que f(a) = g(a) =0
et ¢'(a) # 0.

1 Montrer que lim @ = f’(a)'
mag(r)  g'(a)

On pourra considérer le tauzr d’accroissement des fonctions f et g en x = a.

2 Application : calculer lim C?S(5x) — c.os(Bx)
@0 sin(4x) — sin(3z)

Etude générale de fonctions

W Exercice 5. Fonctionf : o > 2-Y2 *kictere @

(Source : ts-contder-01)

On considere la fonction f définie sur [0;+oo[ par :

=S
1 Calculer lim f(z).

T—-+00

2 a. Montrer que sa dérivée est définie sur |0 ; +oo[ par :

r+4yr—1

T= s var

b. Résoudre I'équation :
X?+4X -1=0,
puis en déduire le signe de f'(x) ainsi que les variations de f sur [0;+ool.
Dresser alors un tableau de variations complet de la fonction f sur [0;+o0].
On veillera notamment a calculer la valeur de I'extremum de f.

B Exercice 6. Fonctionsf : x — vx2+1—2x et g: x +—> \/;2_+1 *ktrtete @

(Source : ts-contder-02) Corrigé page 10

On considere les fonctions f et g définies sur R par :
flay=va?+1-20 ; g@)=—F—

1

1 Montrer que ¢'(z) = .
aue /() (2 4+ 1)vVa2+1
En déduire le sens de variations de g sur R.

2 Calculer lim g(x)et lim g(x).

r—r—00 r—r—+00



3 Montrer que f'(x) = g(z) — 2.
En déduire le signe de f’(z) puis les variations de f sur R.

4 Monter que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur [0; 1], puis déterminer
une valeur approchée de av & 1072 pres.

B Exercice 7. Prolongement par continuité def :  — \/g_2 en 2 *ictrvete @
(Source : ts-contder-03)
On considere la fonction f définie sur Z = |—o0;0[U]0;4] par :
x—2
f@) = =—=—

T Vi-z-2
f2)=0

[y

La fonction f est-elle continue en 07

[\V)

La fonction f est-elle continue en 27

w

Etudier la dérivabilité de la fonction f sur 2.

=~

Interpréter graphiquement les résultats des questions 1 et 3.

VvV e2+x+2-2

B Exercice 8. Prolongement par continuité def : « — ] enl *icrenese @

(Source : ts-contder-04) Corrigé page 13

On considere la fonction f définie par :

Vat4+r4+2-2

r—1

fz) =

siz#1

1 f est-elle continue en 17
2 f est-elle dérivable en 17

3 Justifier que f est dérivable pour tout x # 1.

W Exercice 9. Etude de la fonctionf : = — mﬁf‘”j' *kietete @

(Source : ts-contder-05) Corrigé page 14

On considere la fonction f définie sur |—1; 1] par :

|22 — 2 — 1|

x
fla) = 2
1 La fonction f est-elle continue en 17

2 La fonction f est-elle continue en —17

3 La fonction f est-elle dérivable en 17



4 La fonction f est-elle dérivable en —17

1
5 La fonction f est-elle dérivable en —3 ?
1 —2x3 + 3z — 1
6 a. Montrer que, sur } —-1;—= {, la dérivée de f s’exprime par : f/'(x) = )
q 5 f s’exprime par : f'(z) 12—

1
b. En déduire le signe de f’(z), puis les variations de f sur } —1; —3 [

213 —3x + 1

-2V

1
7  a. Montrer que, sur ]—2 1 {, la dérivée de f s’exprime par : f'(z) =
1
b. En déduire le signe de f'(x), puis les variations de f sur } —5; 1 [

8 Dresser un tableau de variations complet de f sur |—1;1][.
Tracer alors la courbe représentative de f en mettant en valeur les tangentes et asymptotes
caractéristiques.

B Exercice 10. Approximation d’un angle par la longueur d’un segment *h ke @

(Source : ts-contder-06) Corrigé page 18

On se propose ici de trouver une méthode pour donner une valeur
approchée d'un angle (en degrés) sans le rapporteur.

On considére donc un angle géométrique A/OTB, puis un point M
sur (OB) tel que OM = 60 mm et un point N sur (OA) tel que
OA = 60 mm.

On considere alors le point I, projeté orthogonal de O sur (MN).

1 Justifier que OAB est isocele en O.

2 Montrer que :

sin <7Ta) _ MN
360 / 120’

ou MN est exprimée en mm.

3 On considere la fonction f définie sur {O; ;] par f(z) = x — sinz.

a. Calculer la dérivée f'(z) de f(z).
m m
Z g

b. En déduire que sur

c. Expliquer alors pourquoi, pour z €

™ . .
0; 2], on peut remplacer sinz par x au risque

de commettre une erreur inférieure a 1.

4 En déduire que 'on peut assimiler « (en degrés) a MN (en mm).
Il suffit donc de mesurer MN pour avoir une approximation de a en degrés.

5 A D’aide de la formule d’Al-Kashi, exprimer 'expression de la fonction g qui représente la
longueur MN en fonction de a.
On pose alors d(a) = g(a) — a.

6 Tracer la courbe représentative de d dans un repere orthogonal. Que conclure ?



B Corrigé de I'exercice 1.

1 f(r)=2"+42> -5 +1

4
::r‘g’(l—i-——3
x

1
*5)

Corrigés

22 novembre 2016

1
Or, pour tout entier naturel n non nul, lim — = 0 donc lim
z——+oo T

De plus, EEP 23 = 400 donc par produit,

2 g(xr)=vVa?+2r+3
2 3
\/x2<1—|——+—2>
r
/ 2 3
r\[14+—+— pourz >0
r

Or, pour tout entier naturel n non nul,

T—+00

lim
T—+00

/()

+00

r——+oo T
Donc, par produit, EIE g(x) =400
1
lim — =0 . )
T—+o0 lim sin— =0
lim sin X =0 Tt
X—0

lim 22+ 1= +o0

lim i = 0 donc lim

(

T—+00

T—>+00 .
= par quotient :

lim sin— =07

lim k(x)

T—r+00

+0o0

T—>+00 x

B Corrigé de I'exercice 2.

2y 5,3
20 —5x+3 7 ( —;Jr;)
2 _1 4 1
322 +4x —1 :r2<3—|————2>
T x
5) 3
2- -+ 5
= i Ji pour x > 0
3+———2
T x

1+4 5+1
x a2 23

2 3
(1+—+—2>:
T xT

)=t

1.



1 5 3
Or, pour tout entier naturel non nul n, lim — = 0 donc lim (2 ——+ 2) =2et
z——+oo ph T—>+00 T T
) 4 1
lim <3+—> =3.
T—+00 2
202 — 51+ 3 2

Ainsi, par quotient, | lim ————— | = —
pard Tlewtoo 32 + 4 — 1] 3

VT 1+
2r +3 ( 3
x

= pour xz > ()
x (2 + )
x
1
1+ s
- 3
(2+3)
x
. 1
Or, pour tout entier naturel non nul n, lim — = 0 donc hm 1 —|— — =V1=1cet

z—+oo h ——+o00
3
lim (2 + ) =2
T—r+00 €x

Par quotient, on a donc

. 241 1
lim ——— ==
a0 27+ 3 2

(Va2 +3 - Va2 +1) (Va2 +3+ Va2 +1)
N Va2 + 3+ Va2 +1
43— (2P +1)

VaZ+3+ a2+ 1

2
CVa? 43+ Va2 41

lim va2+3= 31)111 V2 + 1 = +o0o donc par somme :

Tr——+00

lim (\/x2+3+\/x2+1) = +4o00.

T——+00

3 Va?+3—Va+

Ainsi, par quotient, hm (\/1'2 +3—Va2+ 1) =0

4 (\/332+3 \/x+1 <\/x2<1+j2) \/x2<1+;2>)
—z 1+—:c\/i pour & >0
Wiz




3 1 1
Or, lim 4/14+ —=1et lim 4/—+ — = 0 donc par somme :
T—+00 xQ rz—+oo \| xQ
3 1 1
lim 1+—=—{/—-+—=5| =1
T—+00 xz €x 1;2

Ainsi, par produit, grf (\/x2 +3—Vr+ 1) =400

B Corrigé de I'exercice 3.

g V=1 _ =D+
z—1 z—1

V=1 x/(z+1)
(va=1)’
VI+1

= ——— pourz F#1

ve—1
_ z+1
V-1

Notons que le domaine de définition de la fonction z —

/72

A est |[—oo; —1]U]1; 00|
r—1

2

x
donc quand on parle de la limite de ——1 en 1, il est sous-entendu que x > 1.

l‘ —
z—1 3 A K —
fim (2 — 1) = 0+ } = parf quotient : }:ﬂx— 7 = +o0
z—1
: . x?2—1
Or, lim VX = +oo donc |lim ———— = 400
X—+o0 z—=1 1 —1

vtz —3-2 (Va+z-2-2)(Valtz-2+2)
z—2 a (-2 (Va2 +o—2+2)

B 24 —2—-4

C@-2)(VaTtr—2+2)

B 2+ 2—6

C@+2)(VaTtr—2+2)

On factorise 22 + 2 — 6 en calculant son discriminant et on arrive a :

B (x —2)(z + 3)

C(@+2)(VaTtr—2+2)

r+3

TV tr—2+2
lim T+ 3 _ 2+3 :2
22 4+ —2+2 /24+2-2+2 4
VaZ+z—2-2| 5

Ainsi, | lim = -
T—2 x—2 4

2

pour = # 2




3 On pose u(x) = cosx. Alors, v/(z) = —sinz et :

1 _
i ST L w@ =ulm ey - e —o
T—T €xr — T T—T €xr — T
1
Ainsi, | lim cosTE 0
T—T x — T
1
4 On pose u(z) = x + 1. Alors, v'(z) = ——— et :

2vx +1
\/:U—l—l—\/ﬁ:hm u(z) — u(l) 1

1 - - @ 7 = ! —_
glclg% x—1 x—1 x—1 u(l) ’

o VT2 1
Ainsi, | lim =
z—1 x—1 2\/§

B Corrigé de I'exercice 4.

1 On peut écrire :

fl) _ f(x) - fla) T—a

= X
g(x) r—a 9(x) —g(a)
car f(a) = g(a) = 0.
Or, lim W = f'(a) d’apres la définition du nombre dérivé (vue en classe de 1%).
De méme, lim 9(x) = 9ta) = ¢'(a) donc lim R /1 (quotient qui existe car
/ e r—a w=ag(r) —gla)  g'(a)
g'(a) # 0).
Ainsi,
hmf(x)_f(a)x r—a :f’(a)x ,1
e r—a g(x) —g(a) g'(a)
et donc :
i 1) _ @
wag(z)  g'(a)

2 Posons f(x) = cos(bx) — cos(3x) et g(x) = sin(4x) — sin(3x).
Alors, f'(x) = —5sin(5z) + 3sin(3z) et ¢'(x) = 4 cos(4x) — 3cos(3x). Ainsi, f'(0) =0 et
g'(0)=1.

f et g vérifient toutes les conditions nécessaires pour utiliser la regle de I’'Hopital donc :

lim cos(5x) — cos(3x)

z—0 sin(4z) — sin(3z) =0




B Corrigé de I'exercice 5.

1 On peut écrire f(z) sous la forme :

Or,

o lim (2y/x —1)=+oc0

T—r—+00

li 2 =0d li 2 +1] =1
* :v—1>I—|¥loo \/E B once x—1>13-100 \/E o

Ainsi, par quotient,

lim f(z) =40

T——+00

u
2 a. f est delaforme — avec :

u(z) =2x —\/x v(r) =2+ x
U/JE:2—L v’(:x):L
D’ou :
Fia) =
_(2-mE) @+ vE) - (20— VE) x5
2+ Vo)’
 @E- )2+ VE) - (20— Va)
2Vx(2+ V)
Py SV AT =2 E 204 VT

2Vz(2+ V)
224+ 8x -2
2V(2+ Va)?
f(x) = rHdyr—1 en simplifiant par 2

Va2 + Vo)

b. Le discriminant du polynéme X2 +4X — 1 est :

A = b — dac
=4 —4x1x (-1
A = 20.

Les deux racines du polynome sont donc :



—4- V20 —4+ /20

X, = _
1 5 X, = .
_4-2v6 —4+ 25
2 -—5
=25 — 245

D’ou le tableau de signe suivant :

X —0o0 X1 X2 —+00

X24+4X -1 + 0 — 0 +

f'(z) est du signe de x + 4/x — 1, c’est-a-dire de X? +4X — 1 en posant X = \/x.

Ainsi, X > 0 et x = X?; de plus, d’aprés le tableau de signes précédent,

T4+4/z—1>0aVr>-2+V5
2
@x>(—2+\/5)

sSr>9-4V5
D’ou le tableau suivant :
z 0 9 — 445 +00
f'(z) — 0 +
f 0 gyuys— ™

2(9 - 4V5) — /9 — 45
F(9-4v5) ( 2;/_)%9—4\/3 Ve
18 — 8v/5 — (24 /5)
T 2 (—245)
_20-9v5 V5
VERRYE
45+ 205

5
= —9+44/5.

Je précise que \/9 — 4v/5 = —2 + /5 d’apres les calculs faits précédemment.

B Corrigé de I'exercice 6.

1 g est de la forme H, avec u(x) = x et v(z) = Va2 + 1.
v

u'v —uv’ ) 2x x
——— avec u/(z) =1l et v'(x) = = )
02 (z) (z) V2 +1  Va?+1

o,
Ainsi, ¢’ =

D’ou :

10



(z2+1) > 0et Va2 +1 > 0 donc ¢'(z) > 0 sur R.

Alinsi, g est strictement croissante sur R.

Notons que la fonction g est impaire car g(—z) = g(x) et que son domaine de définition

est centré en 0. Donc $gg1wg(x) =— xl_lgloog( x).

On peut écrire :

X

x? (1+ x%)
N
z[/1+ %

g(r) =

= —— pour z > 0.
J1+ 5
1
Or, lim — =0donc lim 4/1 =v1=1.
CC*)#*OOLEQ r—r+00
Par conséquent, EIJPOO g(x) =1|et donc im g(x)=—1|
2z
"T) = ——=—2
R W
o
2+ 1

f'(w) = g'(w) =2
Nous avons dit que g était strictement croissante sur R et que 1_131 g(xz) = 1. Donc
g(x) < 1sur R.

Par conséquent, g(z) —2 < 0 sur R, donc f'(z) < 0 sur R.

f est donc strictement décroissante sur R.

fl0)=1let f(1)=v2-2<0.

Or, f est strictement décroissante et continue sur [0;1]. Donc, d’apres le corollaire du
théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur
[0;1].

11



On trouve a = 0, 58.

B Corrigé de I'exercice 7.
1 Calculons lig(l) f(x). Pour cela, on écrit :
T —2 Vi —z2+2

T@) = = 2 X a2
(@-2)(Vi—z+2)

4—x—4
(x —2) (\/4—36—1-2)
B -z
lim [(¢ —2) (Vi—z +2)] = 8.
glg%(—:c) =07, donc lim f(z) = —o0.
z.>0 N z.>0
ﬂlclgg)(_x) =07, donc 91615%) f(x) = +o0.
lim f(z) # lim f(z) donc f n’est pas continue en 0.
z—0 z—0
z<0 x>0
2 Calculons lim f(x).
T—2
lin%(—x) = -2
o & i =0
lin%(x—Z) (\/4—37—1—2) =0 a:l—%f(x)
T—r

Ainsi, f(2) = lin% f(x).
z—
La fonction f est donc continue en 0.

3 La fonction x — x — 2 est dérivable sur R.
La fonction x — /4 — x — 2 est dérivable partout ou 4 — x > 0, donc pour = < 4, et
s’annule pour x = 0.

1
La fonction X +—» X est dérivable pour tout X non nul.
Ainsi, f est dérivable sur |—oo;0[ et sur |0;4].

o Dérivabilité en 4.
Le taux d’accroissement de f en 0 est :

4—h)—f(4
Ly fa=m = r@)
h
1 2-h
= — X
h™ Vh—2
1 2-h Vh+2
h™ Vh—2" Vh+2
1 2-n(Vi+2)
I A
Alinsi, }Lirr(l) 7(h) = —oo. La fonction f n’est donc pas dérivable en 4.
—

h>0

12



o Dérivabilité en 0.
La fonction f n’est pas continue en 0, donc elle n’est pas dérivable en 0.

4 liH(l) f(z) = £o0 donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote a la courbe représen-
—

tative de la fonction f (notée €).

De plus, Ilzirr(l) 7(h) = —oo donc € admet une tangente verticale dirigée par le bas en 4.
H
h>0

B Corrigé de I'exercice 8.

rpy o VEFERD-2 VEEE 040
z—1 VaZ+z+2+42
B >+ —2
C@-1)(VaTrrt2+2)
B (x —1)(z+2)
-1 (VaTrrt2+2)
T+ 2

= six#£1
Vi rx4+24+2 7

1

3
Ainsi, lirq f(z) = yi f(1). Donc, f est continue en 1.
Tr—r

2 Le taux d’accroissement de f en 1 est :

ViTizi2 _ 3
_ 4
n z—1

4¢FI?I§—®x+®X4¢P¢E¢§+®x+@
4z —1)2 422+ x4+ 2+ (3x +5)

~ 162% + 162 + 32 — 92* — 30z — 25

Az —1)? (e F o+ 2+ (32 +5))

B Ta? — 14a + 7

Az —1)? (et r+2+ (32 +5))

B 7(x —1)?

A —12 (a2t z+2+ (32 +5))

B 7

(Wt e+ 2+ (3u+5))

Alinsi,

) 7
;lvlg% 7(z) = 6
La limite du taux d’accroissement de f en 1 étant une valeur finie, f est dérivable en 1.

S +h) = f(1)

étaient plus longues que celles faites ci-dessus. Vous pouvez toujours essayer ...

car les modifications d’écriture

N.B. Je n’ai pas pris 'expression 7(h) =

13



3 La fonction x — vx? + x + 2 est dérivable pour tout x ou le radicant est strictement
positif, ce qui est toujours le cas car le discriminant de 22 + x + 2 est strictement négatif.
Ainsi, la fonction x — 2?2 + x + 2 — 2 est dérivable sur R.

1

1
La fonction X +— X est dérivable sur |—o0; 0] et sur |0 ; +o00[ donc la fonction x — p—
I‘ J—

est dérivable pour x # 1.
Par conséquent, la fonction f est dérivable pour x # 1 comme produit de deux fonctions

dérivables pour = # 1.

B Corrigé de I'exercice 9.

1 Considérons le polyndéme P(z) = 2z* —z — 1.
Son discriminant est :
A=1-4x2x(~1)=9.

Il a donc deux racines :

1-3
=y 143
1 s
2 =1
D’ou le tableau de signes suivant :
g =1l —%
P(z) + 0 — 0

Ainsi, sur ]0; 1],

2w —1) (v +3)
Vi—xzx1+zx
“2(e+3) -(-2)
Vit Vi—z
2(x+3)VI—w
Vit

Ainsi, lirq f(z) = 0. La fonction f est donc continue en 1.
T—

2 lim1]2x2—x—1|:4et limlvl—x2:0+.
T——

T—>—

Ainsi, par quotient, li>r£11 f(z) = +oo.

La fonction f n’est donc pas continue en —1.

14



3 Le taux d’accroissement de la fonction f en 1 est :

lin%(—Qx —1)=-3et lirr% V1 —2z2 = 0" donc, par quotient, lirq 7(r) = —00.
T T T—
Ainsi, f n’est pas dérivable en 1.

4 f n’étant pas continue en —1, elle n’est pas dérivable en —1.

1
2x2—x—1:2(m_1> <x+2>
V1 — a2 \/11—132 '

Ainsi, le taux d’accroissement de f en —5 par valeurs inférieures est :

)

5 Six<—;,f(a:):

N =

T(z) = "

f(x) = f (=
—(

1
2

N—

- 2(x—1)
==

D’ou :
lim r(z) = — — —O

T = — = ———
z——1 \/% \/§
1+0—22 —2@—1)(z+3)

1
e Siz>—, al = =
ix 5 alors f(z) Vi i

, . 1 -
Donc, le taux d’accroissement de f en —5 par valeurs supérieures est :

—2(x —1)
(1) = ————>
(z) 0
et donc 6
lim 7(z) = —.
Jim, 7(2) =
x>—%

Ainsi, lim 7(z) # lim 7(x).
z——1 z——1%
1 1

$>—§ I<—§

1
Par conséquent, f n’est pas dérivable en —3

202 —x—1

6 a Sur}—l;—;[, P(z) > 0 donc f(x) = i
-

. U
Ainsi, f est de la forme —, avec :
v

15



U (33) =4x—1 UI<1’) _ —2x _ -
21 —a2 1 —22
D’ou
u'v — ur’
fia) =
/ D) —x(2z%—z—1)
N 1 — a2

(dz —1)(1 —2?) + z(22® — 2z — 1)
(1—22)y/1— 22
—22% +3x — 1

f@) = (1 —22)v1—2a?

b. « 1 » est une racine évidente du polyndme —2z3 + 3z — 1. Ainsi, ce dernier peut se
factoriser sous la forme (x — 1)(ax? + bx + ¢).
Il faut donc que :

—22% +3r — 1= (v — 1)(ax® + bx + ¢)

22 + 3z —1=az® +b2® +cx —azx® —bx — ¢

—22° + 3z —1=az’ + (b—a)2’> + (c = b)z — ¢
Douta= -2, ¢c=1et donc b= —-2.

i ) = O

1
Le dénominateur de f’(x) étant toujours strictement positif sur } —1; —5 [, f'(x) est

du signe de son numérateur.
Le discriminant de —222—2x+1 est A = 12, donc ce dernier a deux racines réelles dis-
tinctes
2-2v3 —1+3 ~1-+/3
ST Ty dme g

1
To < —1let x> —5 D’ou le tableau suivant :

T

. ) 1 f(_l)_‘“(‘D (1)1
- ey
—222 -2z +1 - L
10 - it
f —i-oo\o %
=0
222+ +1

1
7 Sur}—Q;l{, P(z) <0 donc f(z) = V1—a?

.. U
Ainsi, f est de la forme —, avec :
v

u(r) =222+ +1 v(x) =1 —22
/

w(x) = -4z +1 o' (z) —2x —x

16



D’ou :

u'v —u
Py = )
_ (—dz + 1)1 — g% — —22etetl) %M
1 — a2
(A + 1) -2 4 a(—22" +x +1)
(1 —22)v1— a2
273 — 1
Fz) = x® — 3z +
(-2

b. « 1 » est une racine évidente du polynome 22 — 3z + 1. Ainsi, ce dernier peut se
factoriser sous la forme (z — 1)(ax® + bz + ¢).

Il faut donc que :

220% —3x + 1= (v — 1)(ax® + bx + ¢)

=ax® + bax? + cx —

ar® —br —c

=ar® +(b—a)z’+ (c—b)x —c

Douta=2 ¢=—1et doncb=2.

Ainsi, f'(x) = (

r—1)(22% + 2z — 1)

(1

AV

1
Le dénominateur de f’(x) étant toujours strictement positif sur } —1; —3 [, f'(x) est

du signe de son numérateur.
Le discriminant de 222+ 22 —1 est A = 12, donc ce dernier a deux racines réelles dis-

tinctes

:—2—2\/52—1—\@

—1+V3

T : : 9 el To B
T < —3 et 19 € ]—2 i1 { D’ou le tableau suivant :
x ! =iy V3 1
2
r—1 — —
272+ 22 -1 — 0 +
f(x) + 0 = H
/ \
f 0 0

8 Le tableau de variations complet de f est :

On a alors la courbe suivante :

17
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B Corrigé de I’exercice 10.

1 Par construction, OM = ON = 60 mm, donc OADb est isocele en O.

2 AOM est isocele en O donc le pied de la hauteur issue de O est le milieu de [MN].

3

Dans le triangle OIM rectangle en I, on a :

soit :

in MOI = —
sin OM’

2(5)= 5
sin | — ) = -2,

2 60

ou encore :

. (a) MN
sin | — | = —.

2 120

a. f'(xr) =1—cosz. Or, z € O;g = 0 < coszx < 1, donc 0 < f/'(x) < 1. f'(x) est

T
donc positive, ce qui implique que f est croissante sur {0 ; 2}

f(0)=0—sin0=0etf(g)=g—1.

Ainsi, sur [0;;}, f(z) € {O;g—l}

i
. De la question précédente, on peut déduire que pour = € {O; ], la différence entre

2
T
x et sin x est inférieure a 5~ 1, soit approximativement 0, 57, ce qui est relativement

peu. On peut donc remplacer sinx par x en ne commettant qu’une erreur faible si

m

4 De la question précédente, on peut écrire :

. ( T > T
sin| —oa | 8 —«
360 360

et donc, d’apres la question 2 :



Or,
d’ott :

5 La formule d’Al-Kashi nous donne :
MN? = 602 4+ 60% — 2 x 60 x 60 x cos a,

soit :

g(a) = 60v2 — 2 cos a.

6 La courbe représentative de la fonction d est :

20 30 40 5060 70 80 90

Y

«

On constate que pour « € [0;70], |d(a)| < 1, ce qui signifie que la différence entre « et
(g9(«)) ne differe pas plus de 1°. De plus, pour « € [70;90], cette différence n’excede pas 5°,
ce qui n’est pas énorme. L’approximation peut donc étre considérée comme satisfaisante.
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Enoncés

Fonction exponentielle

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

o Exercices d'application du cours

0 Exercices de réflexion

22 novembre 2016

&) Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs
Propriétés algébriques

B Exercice 1. Produits, quotients et puissances *irtrvete @

(Source : ts-exp-08)

Simplifier les nombres suivants en donnant le résultat sous la forme d’une seule exponentielle.

1 ¢®xe? g (o2)° e? x e ?
G o
e ? ed x e
s = 6 (e x e’
B Exercice 2. Simplification d’expressions *ictrvete @

(Source : ts-exp-09)

Simplifier les expressions suivantes en donnant le résultat sous la forme d’une seule exponen-
tielle.

_ _ 2
P o20-1 o o—o+3 3 (e—x—i-l x ez—l)
3p—1 2013 ¢ o312 -1
e A
2 4 4
e433—2 €

Equations — inéquations

W Exercice 3. Equations *hicrere @

(Source : ts-exp-10)

Résoudre dans R les équations suivantes :

1 e;r:+2 =0 5 ex2—1 — 62x2+3w—2
2 e totl = ] 6 5—2e¥t2=3

3 e2t3 = o725 7 2+3e** =5

4 e5x+2 — eSx—i—l 8 7— 4e5x—3 =3
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W Exercice 4. Equations avec changement de variable *kiriete @

(Source : ts-exp-11)

Résoudre dans R les équations suivantes :

1 e2*—274+1=0 2 e 4e?—2=0

Les équations suitvantes nécessitent le logarithme népérien.

3 2 —7e*+3=0 4 6e**+e*—1=0

B Exercice 5. Inéquations 'S SRS )

(Source : ts-exp-12)

Résoudre dans R est inéquations suivantes.

1 ezl > g2t 3 e lce 5 8+ 3e 23 11
2 e 2mHS L etrtT 4 12 — 451 > 8 6 56+ 14e*™15 > 70
B Exercice 6. Inéquations avec changement de variable *htrvete @

(Source : ts-exp-13)

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1 e +e"—-220 2 e —2"+1<0

Les inéquations suivantes nécessitent le logarithme népérien.

3 6 +e*—1<0 4 2e** —Te*+3<0

Etudes de fonctions

Certaines questions des exercices suivants font appel a la notion de logarithme népérien.
Pour les éleves qui n’auraient pas encore abordé cette notion, il suffit d’accepter qu’il existe une
fonction, notée In, qui vérifie l’équivalence suivante : e* =y <= x =Iny, avec y > 0.

B Exercice 7. Fonctionf :  — €** — (x + 1)e” *k ket @

(Source : ts-exp-01)

Partie A : Démonstration de cours

1 Démontrer que pour tout réel positif ou nul x :
2
x
e ——>1.
5 =

T

;1 . €
2 En déduire lim —.
r—+00 I
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Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire

On considere la fonction g définie sur R par :

1

2

3

g(x) =2¢" —x — 2.
Déterminer la limite de g en —oo puis en +oo.
Etudier le sens de variation de ¢ puis dresser son tableau de variations.

a. Montrer que x = 0 est solution de ’équation g(x) = 0.

b. Montrer que l’équation g(x) = 0 admet une deuxiéme solution a sur l'intervalle
]_17 6 ) _L 5[

Partie C : Etude de la fonction principale

On considere la fonction f définie sur R par :

f(z) =e* — (x+ 1)e".
Déterminer la limite de f en —oo puis en +o0.
Calculer f'(x). Déduire de la partie B le signe de f'(x) sur R.

Montrer que :
2
o’ 4 2«
o)== ——
flay ="
ol « est définie dans la partie précédente.
En déduire un encadrement de f(«).

Dresser un tableau de variations de f.

Tracer la courbe C, représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthonormal
(unité graphique : 2cm).

B Exercice 8. Courbe de Gauss *irveery @
(Source : ts-exp-02)

Soit k un réel strictement positif. On définit alors la fonction g, par :

1

2

3

gr(z) =€
Etudier la parité de la fonction gj.
Démontrer que g, est dérivable et donner sa dérivée g;.
Etudier le signe de g, (z) puis dresser le tableau de variation de gj.
Exprimer g}/(x) et résoudre I’équation g (z) = 0.
Tracer la courbe de g 1, g1 €t go.

Démontrer que, sur R :
h<g< gn= g
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7 Dans cette question, k = 1. Soit « la solution positive de I'équation g} (z) = 0.

Déterminer une équation de la tangente (7") a la courbe gy au point d’abscisse «. Tracer
(T).

W Exercice 9. Fonctionf :  — e*~V® *ietevete @

(Source : ts-exp-03)

On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par :
fla) = eV,

1 Tracer la courbe représentative de f sur [0;10] sur votre calculatrice.
Conjecturer alors le sens de variation de f sur [0;+o0].

2 Calculer lim f(x).

T—+00

3 Calculer f'(z) puis étudier son signe sur [0; +o0l.
Dresser alors le tableau de variations complet de f.
La conjecture faite a la question 1 était-elle correcte ?

B Exercice 10. Fonctionf : x — /xe” *ieverere @

(Source : ts-exp-04) Corrigé page 37

Soit f la fonction définie sur R™ par :

1 Calculer lim f(x).

T—+00
2 Déterminer f'(x).

3 En déduire les variations de f sur R, .
Dresser un tableau de variations complet de f.

B Exercice 11. Fonctionfy, : © — In (e* + kx) — = Tk vere @

(Source : ts-exp-05)

Pour tout réel k strictement positif, on considére la fonction f; définie sur [0; +oo[ par :
fr(z) =1In(e® + kx) — x.

On note %} la courbe représentative de la fonction f; dans le plan muni d’un repére orthogonal

(0;7,7).

1 En étudiant le sens de variation d’une fonction convenablement choisie, démontrer que
pour tout réel positif x,
In(l1+z) <z

2 Calculer f/(x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0;+oo[ et en déduire le sens
de variation de la fonction fy.
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3 Montrer que pour tout réel positif x,

En déduire la limite de f; en +oo0.

4 a. Dresser le tableau de variations de fj.

b. Montrer que pour tout réel positif z,

fe(z) <

@ | T

5 Déterminer une équation de la tangente .7, a la courbe % au point O.

B Exercice 12. Fonctionf : x — (x — 1) (2 —e™®) *vetetere @
(Source : ts-exp-06)

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 4+o0[ par :

fla)=(z-1)(2-e7).
Sa courbe représentative € est tracée dans le repere orthonormal ci-dessous.

Y,
10

0

. T T T

1  «. Etudier la limite de f en +oc.
b. Montrer que la droite A d’équation y = 2x — 2 est asymptote a €.
c. Etudier la position relative de € et A.
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2 a. Calculer f'(x) et montrer que f'(z) =ze ™ 4+2(1 —e™ 7).
b. En déduire que, pour tout réel x strictement positif, f/'(x) > 0.

c. Préciser la valeur de f/(0) puis donner les variations de f.

B Exercice 13. Fonctionf(z) = (2 + 1)e™™ Tk reve @
(Source : ts-exp-07)

Partie A : étude d’une fonction auxiliaire

Soit ¢ la fonction définie sur R par :
o(zr) = (m2 +x+ 1) e " —1.

1 a. Déterminer les limites de ¢ en —o0 et en +o0.

b. Etudier le sens de variations de ¢ puis dresser son tableau de variations sur R.

2 Démontrer que I’équation ¢(x) = 0 admet deux solutions dans R, dont I'une dans l'inter-
valle [1; 400, qui sera notée a.
Déterminer un encadrement d’amplitude 1073 de «.

3 En déduire le signe de ¢(x) sur R et le présenter dans un tableau.
Partie B : étude de la position relative de deux courbes

Les fonctions f et g sont définies sur R par :

20 +1
= (2 1e™ t =
fla)= Qe+ et gla) = e

Leurs courbes représentatives dans un repére orthogonal (O; 77, 7) sont notées respectivement
Gy et 6, et sont représentées ci-dessous :

v,
2
1
\ %g
\_\
\
O >
—1 1 2 3 4 7
€
—1

1 Démontrer que les deux courbes passent par le point A de coordonnées (0; 1) et admettent
en ce point la méme tangente.
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2 a. Démontrer que, pour tout nombre réel x,

2z + Dp(x)

Fla) - gla) = S22
ol ¢ est la fonction étudiée dans la partie A.

b. Etudier le signe de f(z) — g(x) pour z € R.

c. En déduire la position relative des courbes € et €.

et—e ”

B Exercice 14. Fonction f : x — e *ktrvete @

(Source : ts-exp-14)

On considere la fonction f définie sur R par :

et —e™”

r)=———.

fla)= S

On note % sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1 Montrer que f est impaire.
2 Calculer $1_1>I+HOO f(z).

4
e

En déduire les variations de f sur R.

3 Montrer que f'(z) =

4 Déterminer une équation de la tangente a € au point d’abscisse 0.
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B Corrigé de I'exercice 1.

1 e® x e 3 =et(3) =2,

B Corrigé de I'exercice 2.

1 6233—1 % e—w+3 — e2x—1—az+3 — ex+2

2
3 (e—z—l—l % ez—l) — el—atlfz—1)x2 _ o0 _ 1

Corrigés

22 novembre 2016

3 —4
e’ xe
. e3-4-(=2) _ ol — @
o
2 2
e’ xe
. e2-2+1 _ o
o

_ e3x717(4x72) s

22+3 3z—2\ 1
e X €
4 ( ) — e(2:c+3—3:v+2)><(—1) — o5,

et

B Corrigé de I'exercice 3.

1 Une exponentielle étant toujours strictement positive, I’équation e

solution.

2 Une exponentielle étant toujours strictement positive, I’équation e el —

aucune solution.

3 62;1:-‘,-3 _ e—2x—5

< 4x = —8
<— = -2

L’ensemble solution de I’équation e

4 P2 =3t Fr4+2=3r+1
< 2x = -1

— !
r=—=
2

<— 20+3=-2x-5

2z+3

= C
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—2x—5

+2 — () n’admet aucune

—1 n’admet

7 ={-2}

est donc




Sx+2

L’ensemble solution de I’équation e = &3+ est donc

5 6322—1 _ 82x2+3x—2

— 12— 1=222>+3x—-2
— 2’4+32-1=0

Le discriminant de 22 4+ 32 — 1 est A = 9+ 4 = 13 donc il y a deux solutions :

3D 343

T 9 [§ ) 9

—3-V13

-3+ V13
Donc |.¥ = ; +
2 2
6 5—2e =3 <= —2e¥" =2
= " =1
e @32 _ 0
< 3x+2=0
< 2
x=—=
3
) : )4 : 342 2
L’ensemble solution de I’équation 5 — 2e = 3 est donc | .¥ = —3
7 243" =5 < 3> =3
= =1
= e =¢
— 22 =
— =0
L’ensemble solution de I'équation 2 + 3e** = 5 est donc |. = {0}
8 7T—46"% =3 < —4e" % =—4
= =1
— " =¢
& Sr—3=0
A 5
r=-
5
) : )4 : 5x—3 3
L’ensemble solution de I'équation 7 — 4e = 3 est donc |.¥ = —

B Corrigé de I'exercice 4.

2
1 e —2e¢* +1=0. On pose X = e®. Ainsi, comme e** = (e“”) , ’équation est équivalente

X?-2X+41=0<+= (X-10°=0 <= X=1 <= "=1 < z=0.

7 =10}

L’ensemble solution est donc
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2 ¥ e —2=0. On pose X = e® et 'équation devient :
X+ X-2=0.

Le discriminant du polynéme X? + X — 2 est A = 9 donc il admet deux racines :

—-1-3 —-14+3
X, = = -2 et X, = =1.
! 2 ? 2
Ainsi,
e’ = =2 et e = 1.
Une exponentielle étant strictement positive, e®* = —2 est impossible.

e” =1 <= x5 = 0 donc 'ensemble solution est | . = {0}

3 2 —7e"+3=0 < 2X?—-7X +3=0avec X =€~

Le discriminant de 2X2 —7X + 3 est A =49 — 4 x 2 x 3 = 25 > 0 donc il admet deux

racines :
7—5H B 1

1
X = 1 — =" <:>x1:ln§:—1n2

et —
XQIL:
4

L’ensemble solution est donc | = {—1n2 ; In3}

3=¢e" <= 19 =1In3.

4 62 +e*—1=0 < 6X°+X —1=0avec X = €.

Le discriminant de 6 X% + X — 1 est A = 25 donc le polyndéme admet deux racines :

-1-5 1

X, = 5 — 5= e® impossible car e > 0 pour tout réel x
ot 1+5 1 1
X, = 1; :§:eg”2 <:>x2:1n§:—ln3.

L’ensemble solution est donc | = {—1n3}

B Corrigé de I'exercice 5.

1 377l > et w0 3 —1>20+4 < x> 5b.

L’ensemble solution est donc | = ]5; 400

1
2 e Lt s 2+ 5 <A+ T = b1 > -2 — x}—g.

1
L’ensemble solution est donc |. = {—3 ; +oo{

3 ¢ lee = 22-1<1 & 22-2<0.

22 — 2 admet pour racines v/2 et —v/2, et est négatif entre ses racines, donc 1’ensemble

solution de I'inéquation est | . = ]—\/5; V2 {
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4 12 —4e5tt > 8

ERY

5 8+3e M1l <= 3B L3
s o 2ut3 <1
e o 20+3 < 0
+— —2r+3<0
<— —2r< -3
= T = §
2

L’ensemble solution est donc |. = E) ; —l—oo{

6 56+ 14715 > 70 «—= 14e* P > 14
s 15 5
<— 47xr —15>0

15

< > —
T ur

15
47

L’ensemble solution est donc |.¥ = } ;—f—oo[

B Corrigé de I'exercice 6.

1 ¥ 4+e*—2>20 < X?4+ X —-2>0avec X =¢"

(X —1)(X 4+ 2) > 0 (voir exercice 4 pour les racines)
(e$—1><ex+2)>0

e* — 1> 0 car e* + 2 > 0 pour tout réel x

e >1

x>0

[

L’ensemble solution est donc | = [0; +0o0]

2 2" 4+1<0 <= X?—-2X+1<0avec X =¢"

— (X-1)2<0

<= (X —1)> =0 car (X — 1)? est toujours positif ou nul
— X =1

— e" =1

— =0

L’ensemble solution est donc |.# = {0}
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3 6 +e*—1<0 <= 6X°4+X —-1<0avec X =¢"

(3X —1)(2X 4+ 1) < 0 (voir exercice 4 pour les racines)
(3e" —1)(2e" +1) <0

3e” —1 < 0 car 2¢* + 1 > 0 pour tout réel

—_

e’ <

11111

r<—1In3

L’ensemble solution est donc | = |—00; — In 3]

4 20" —Te" +3<0 < 2X*—T7X +3<0avec X =e"
< (2X —1)(X —3) < 0 (voir exercice 4 pour les racines)

= (2e" = 1)(e" = 3) <0

1
De plus, 2¢* —1 >0 «<— em>§ et e€* =3 >0 < e* >3 , dou le tableau

& z>—-1In2 — r>In3

page suivante.

x —00 —In2 In3 —+00
26" — 1 = 0 + +
e’ — 3 — — +
(2e* — 1) (e* — 3) + 0 - 0 +
L’ensemble solution de I'inéquation 2e** — 7e* + 3 < 0 est donc | =]—1In2;In 3|

B Corrigé de I'exercice 7.

Partie A : Démonstration de cours

2
x
1 Posons h(z) = e* — TR Alors, h est dérivable sur R comme somme de deux fonctions

dérivables sur R; on a alors h/(z) = e* — z et h"(z) = * — 1.

Or, z > 0 donc e* > e = 1 donc h"(z) > 0, ce qui signifie que h’ est croissante. Or,
R'(0) = 1 donc W'(x) > 0, ce qui implique que h est croissante. Or, h(0) = 1 donc h(z) > 1.

2 De l'inégalité précédente, on en déduit que pour z > 0, on a :

soit en divisant par x :

>1+x
x 2

Or, lim (%—{— $

5) = 400. Ainsi, par comparaison, on a :
T—>+00

e]?

lim — =400
T—+00
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Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire

1 Ona:
Erp 2e" =0 .
(e 2) 2o [ = [0 = o0
. e’ 2
On peut écrire : g(x) = x (2 —-1- ) Donc :
x x
S
by =t @
e = | lim g(x) =400
lim (—1 — 2) =—1 rTeo
T—r+00 €T

2 g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R. On a :

g(zr) =2¢" — 1.
Ainsi :
g () >0 < 2" >1
=>4
—z>In}
D’ou le tableau de variations suivant :
T —00 In % +00
I —_—
q'(x) 0 + g(ln%) :2€1n%_1n%_2
+00 +00 =14+1n2-2
=n2-1
In2-1

3 a g(0)=2"-0-2=2-2=0donc z = 0 est bien une solution de 1’équation
g(x) = 0.
b. g est continue sur }—oo ;In %[ donc a fortiori sur |—1,6; —1, 5].
De plus, g(—1,6) =~ 0,004 > 0 et g(—1,5) ~ —0,054 < 0.

Ainsi, d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe une unique solution
(appelée ) a I’équation g(z) = 0 sur l'intervalle |—1,6; —1, 5].

De méme, I’équation admet une unique solution sur }ln % ;400 [, qui est x = 0 d’apres
la question précédente.

L’équation n’admet donc que deux solutions sur R.

Partie C : Etude de la fonction principale

1 On peut écrire f(x) sous la forme :



Donc :

lim <_$> = 0 (Partie A)

z—+o0o \ e?

. -1
lim ()
rz—4o00 \ el

lim e** = +o00

0 = | lim f(x) =400

T—+00

T—>+00
De plus :
E{n 62:1: =0 :
lim (xze”) =0 — xggloof(x) =0

f est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur R, et on a :

f(x) =2e* — (e + (x + 1))
= 2e** — (z + 2)e”
=e"(2e" —x —2)
= e"g(x)

Ainsi, f'(x) est du méme signe que g(x).

2
On sait que g(a) = 0, c’est-a-~dire que 2e* — o — 2 = 0, soit e"‘:a;_ )
Ainsi :
a+ 2)\2 a+2
= —(a+1
flo) = (“57) ~ e+
P +da+4 aP43a+2
B 4 2
P +da+4—20° —6a—4
B 4
P2
B 4
On sait que :
-1,6<a<—1,5
Donc :
2,25 = (—1,5)* < a? < (~1,6)*=2,56 et -3,2< 20 < -3,
d’ou :

—0,95=-3,24+2,25 < a?+2a < 2,56 —3 = —0, 44.

1
En multipliant par —1 chaque membre de cet encadrement, on obtient :

0,11 < f(a) £ 0,2375
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4 On a alors :

T —00 o 0 +00
f'(x) + 0 — 0 +
f(a) oo
f N / \ 0 /
5 Ona:

Y,

2

1

B Corrigé de I'exercice 8.

2

1 Vo eR,gi(—z)=e*2" = e F* = g, (2). Donc g, est paire.

2 g est la composée d’une fonction polynéme (u : z + —kx?) et d’une fonction expo-
nentielle. Par conséquent, elle est dérivable sur R comme la composée de deux fonctions
dérivables sur R.

glw) = (")

gh(z) = —2kze

3 Vr e Ry, e > 0et —2kz < 0. Ainsi, gj(x) < 0 sur R,. La fonction g est donc
strictement décroissante sur R . Par parité, g, est donc croissante sur R_.

. i 2y _ _ . X _ . _
On a IEIJPOO( kx®) oo et Xl_l)IIlooe 0 donc IEIEOO gr(z) =0.
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De plus, g;(0) = e % = e? = 1. On a donc le tableau suivant :

T —00 0 +00
gi(z) + 0 -
1
0 0

4 g/'(z) = —2ke ™ — 2kz x (—2kz)e .
= —2ke " (1 — 2ka?)

Ainsi :

gi(x) =0 <= 1-2ka* =0

9 1
— T = — I =

1
2% V2k

5 Nous avons les courbes suivantes :

(k> 0)

ou r = —

(1)

6 h<ke -k<-h

& —kr? < —ha? car 22 > 0
& ok L gmhe” car la fonction exponentielle est strictement croissante
< gr(z) < gn(w)

7 Une équation de la tangente (7') a C,, au point d’abscisse « est :
2

y=9g1(a)(z —a) +g1(a)

2

M\»—‘

= ez —1)+e
1 2
y=— —

%\

VA
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B Corrigé de I'exercice 9.

1 Ona:

900

T

800 t

700

600

500 +

400 +

300

200

100

On peut alors conjecturer que f est croissante sur [0; +oo].

2 f(x):e“”(l‘ﬁ).
IEIPOO< NG

Or, lim e® = 400 donc :

X —+o0
3 fllx)=[(1- L eV
2\/x
2y/x—1
_ \/E ex—\/:E

2z

f(z)>0&2y/z—1>0
1
<:>\/E>§

= >1
x —
4

D’ou le tableau ci-contre.

1
11— ) = 1. Par conséquent,

r—r-+00

1
lim m(l—) = +4o00.

NG

lim
T—r+00

/()

= 100|.
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La conjecture faite a la question 1 n’était
donc pas correcte.



B Corrigé de I'exercice 10.

1 lim = +ooet lim e = +o0.

T—-+00 T—-+00

Par produit, on déduit que EIJP f(z) = +o0|.

3 f(z) = <2\1/§ + ﬁ) %, soit | f/(z) = (12*\/2;) e |

1
3 fllr)>014+22>0 0> ~5 d’ot le tableau suivant :

T 0 400
f'(z) +
f(z) o—— oo

W Corrigé de I'exercice 11.

1 Posons ¢ : z+— In(l+2)— 2.
1 —x
1+ 1+ sur [0; +oo]

Par conséquent, ¢ est décroissante sur [0; +o0[. Or, ¢(0) = 0 donc ¢(z) < 0 sur [0; +o0].

Alors, ¢'(x)

On en déduit donc que pour tout réel x positif, In(1 + z) — 2z < 0, soit In(1 + z) < =.

e’ + k k—kr  k(l-2x)

2 fl(x) = 1= — .
Ji®) et + kx et + kr et + kx

e’ + kx > 0 pour x > 0.
Ainsi, fy(z) 20 1—-2 >0 2 < 1.

Donc fj est croissante sur [0;1] et décroissante sur [1;400.

3 fe(r)=In(e"+kzx)—x

=In {ex (1 + kx>
e(l?

—lnem—i-ln(l—i-k;i)—x

— X

:x—i-ln(l—l—k:x)—x
eI

fo(z) =1In <1 +kexz> .

T

N . € . z
D’apres le cours, lim — = +oo donc lim — = 0.
rz—+00 o z—+o0o et

Ainsi, xginoo fr(z) =In1=0.
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4

a. On a le tableau suivant :

x 0 1 00 f(0) =In(e® + &k x 0) =0
fllc(x) + 0 — =1Inl
fe O/In(e+k)—1\0 —0

b. D’apres la question précédente, fy(z) < In(e + k) — 1.

Or,

ln(e+k)—1:lnle<1+lz>] -1

k
:lne+ln<1+> —1
e

—ln<1+k>
e

k k
< — d’apres la question 1 car — > 0
e

AinSi7 fk (.I) <

o |

(&

5 Une équation de la tangente a % au point d’abscisse a est :

y = fila)(z —a) + fi(a).

Donc, au point O (a =0), on a :

B Corrigé de I'exercice 12.

1

a. o lim (x—2)=

Tr——+00

+00

y = fi(0)(z = 0) + fx(0)

o [1=H]

e lim e®=0donc lim (2—e7")=2
T—+00

T—+400

Ainsi, par produit,

lim f(x) =400l

T—r+00

b. f(x)=2x—2+ —xe ™ +e* donc f(x) — (22 —2) = Ly,
ex

Or, lim Ly (cours) et lim e = 0 donc 1_131 [f(x) — (22 — 2)] = 0, ce qui

r——+o00 et

—+00

signifie que la droite d’équation y = 2z — 2 est asymptote a € en +oo.

c. flx)—2x—2)=(1—-2)e®>0sil—z>0,soit z < 1.
Ainsi, € est au-dessus de A sur [0;1] et au-dessous sur [1;4o0].
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2  a. festdelaformeuvavecu(z) =z —1letv(x)=2—e".
/

Ainsi, f' = v'v+uv avec v/ (z) =1 et v'(z) = e 7.
D’ou :
flz)=2—e"+(x—1)e"
=2—e " +xet —e"

fllx) =ze™ +2(1—e7"

b. Siz>0,alorse™ >1let1—e*>0.
De plus, ze™* > 0 donc, par somme de termes positifs, f'(z) > 0.

c. f'(0)=0.

De la question précédente, on déduit que f est strictement croissante sur [0 ; +oo].

B Corrigé de I'exercice 13.

Partie A : étude d’une fonction auxiliaire

2
x T 1
1 a p@)=—+—+——
et et et
x
Or, lim — =0, avecn € N.
r—4o00 %
Par conséquent, Igrfoo o(x) = —1|

De plus, xgrgw (:L’2 + x4+ 1)

xT

=4ooet lim e % =
r—r—00

Par produit, | lim o(x) =

“+00|.

“+o0.

b. ¢'(x) =x(1 — x)e~™ d’ou le tableau de variations suivant :

T —00 0 1 +00
¢ () — 0 + 0 —
+00 el —1

2 D’apres le tableau ci-dessus, « 0 » est une solution a 1’équation ¢(z) = 0. Celle-ci n’admet
pas de solution sur |—oo; 1[ puisque 0 est un minimum sur cet intervalle.
f(1) = 0,1 >0 et liIJ]ra @(x) < 0. De plus, ¢ est continue et strictement décroissante
T—>+00
sur |1 ;400 donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation
¢(x) = 0 admet une unique solution a sur |1;+o0|.

On trouve 1,793 < a < 1,794.

0
0

—00

@ Q

p(z) +
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Partie B : étude de la position relative de deux courbes

1 f(0)=1et g(0) =1 donc les deux courbes passent par A(0;1).
De plus,

—222 —2x +1
(22 +x+1)

fllo)=(1=2z)e™ et ()=

donc f'(0) =1 et ¢'(0) = 1; ainsi, les deux courbes ont la méme tangente en A.

27 + 1
5 a f(x)—g(z) = 20+ 1) — ijle
B (> +z+1)e -1
_(2x—|—1)< o )
27 + 1
(@) — gla) = LT D2
b T —00 —% +00
() + + 0 + 0 —
2z + 1 - 0 n + I
f(z) = g(z) — 0 + 0 + 0 —

1
c. De ce dernier tableau, on déduit que f(x) > g(x) sur ]—2 ;o{, donc que € est

au-dessus de 6, sur cet intervalle.

B Corrigé de I'exercice 14.

1 Le domaine de définition de f est centré en 0.
De pl tout réel z, f—a) = ¢ =TTy
e plus, pour tout réel x, f(—x) = =— = —f(z).
P p e " +e¥ et +e "

f est donc impaire.

ex(l _ e—Qx) 1— e,gx

2 f(l') - ea:(]_ _|_e—2x) - 1 +e—2x'

EIJP (—2x) = —o0 '
X——o00

3 [ est de la forme 2 avec u(z) =e*—e T etov(r) =e"+e "
v

uw'v — uv'
2

Ainsi, f' = avec u'(x) = e* + e =wv(x) et V'(z) = e — e " = u(x).

v
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On a alors :

fi(x) =

e

Ainsi, f'(x) > 0 sur R, ce qui signifie que f est strictement croissante sur R .

4 f'(0) = N = 2 et f(0) = 0 donc I'équation réduite de la tangente a la courbe

représentative de f au point d’abscisse 0 est y = 2x.
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Enoncés

Logarithme népérien

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

o Exercices d'application du cours

0 Exercices de réflexion

22 novembre 2016

&) Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Opérations algébriques

B Exercice 1. Simplification d’écritures *ieerese @
(Source : ts-In-13)
Simplifiez au maximum :

1 In8—1n2 4 In50+1In2—1n10 7 lne*

2 In6+1n3 5 3Ind—In256 8 Ine*™ —lne*™

3Inet!
3 In25—-1n30+1In10 6 2In2—1n16+1In128 PE IR
2lnel—=

B Exercice 2. Equations *Ahtevere @
(Source : ts-In-14)
Résoudre les équations suivantes :

1 In(3z —4) =In(2z + 1) 4 In(22? — 10z + 8) = In(3z? — 3z — 18)

2 In(4—22)=In(z—1) 5 (Inz)>?-3lnx+2=0

3 In(2?+z+1)=In(z? — 22+ 1) 6 2(Inz)>—5Inz—3=0
B Exercice 3. Inéquations *kiriete @
(Source : ts-In-15)
Résoudre les inéquations suivantes :

1 In(5z +20) > In(3z —9) 4 In(22? — 3z + 1) > In(—52? + 8z — 3)

2 In(8 — 2x) < In(5x — 25) 5 In(z? — 5z — 14) > In(22* — 10x + 8)

3 In(2?+1) <In(22® + x + 2) 6 In(2x? 4+ —6) > In(—222 + 142 + 16)
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Calculs de limites

B Exercice 4. Limites *kHkirv: ©

(Source : ts-In-01)

Pour cet exercice, il ne faudra pas hésiter a prendre des initiatives.

On considere la fonction f définie sur R* par :

1 Calculer lll}l(l) f(z).

2 Calculer lim f(x).

T—-+00

Indice : on pourra démontrer que, pour tout réel x positif, In(1 + x) < x en étudiant la
fonction g(x) = In(1 + x) — x. Cela pourra nous servir dans notre raisonnement.

3 Calculer li}r_n f(z).

B Exercice 5. Limites D 0. G GA G ke o

(Source : ts-In-02) Corrigé page 54

Calculer les limites suivantes :

(mﬁ)

1 1
im o

T—r—00

V)

o i (m (x(l—_zlx); 2)>. . <1n(1 + \/E)).

. ; . . Inx
B Exercice 6. Démonstration de cours : lim —— *kvrvese @

r—+o00 g

(Source : ts-In-05) Corrigé page 56

On considere la fonction f définie par :
f(z)=Inzx —z.
1 Etudier les variations de f sur [1;4o0].

2 En déduire que pour x > 1,0 < lnz < z.

<

1
3 Déduire alors que pour z > 1, 0 < %
x

Bl

4 Calculer alors lim (hmc)

T—+00 x
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Dérivation & étude de fonctions

B Exercice 7. Calculs de dérivées
(Source : ts-In-03)

Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

1 fi(z)=xlhz—x 3 f3(x) =In(2?)
Inx
2 fz(x)ZT 4 fylz)=Inyz+1
B Exercice 8. Fonctionf : x — l“gj:;l) sans consignes

(Source : ts-In-04)

Etudier la fonction f définie sur R par :

In (22

B Exercice 9. Fonctionf : x — In (1 + %)
(Source : ts-In-06)

On considere la fonction f définie par :

1 Déterminer son domaine de définition.

*rvedery @

Corrigé page 57

6 fo(r)=In(lnx)

*keiryr @

*irverrse @

2 Calculer f'(z) puis déterminer le sens de variation de f sur son domaine de définition.

3 Déterminer les limites de f(z) aux bornes de son domaine de définition.

Dresser un tableau de variations complet de la fonction f.

B Exercice 10. Fonctionf : z — (z + 1) In(2? — 2z + 1)

(Source : ts-In-07)

On considere la fonction f définie par :

flz)=(x—1)ln <x2 — 2z + 1).

1 Donner le domaine de définition de f. On le notera Z.

2 Calculer les limites de f aux bornes de Z.

3 Calculer f'(z).

*irverese @

4 Trouver le signe de f'(z) sur 2, puis en déduire les variations de f sur 2.

Dresser un tableau de variations complet de f.
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B Exercice 11. Comparaison de 7° et e *irirvete @

(Source : ts-In-08)

On considere la fonction f définie pour tout réel x strictement positif par :
f(z) =elnz —z.
1 Calculer lim f(x).
z—0

2 Calculer xl_l}gloo f(z).

3 Calculer f'(z) et étudier les variations de f. Dresser un tableau de variations de f.

4 Comparer alors les nombres 7° et e”.

B Exercice 12. Concentration de bactéries dans le corps S SASROTN -

(Source : ts-In-09)

Lorsque l'on prend des antibiotiques, la concentration de bactéries présentes dans le corps
d’une personne malade diminue avec le temps en suivant le modele d’une fonction f définie,
pour 0 <t < 6, par :

f(t)=ae™ +b , a, b, kétant trois réels, a # 0,

ou t désigne le temps (exprimé en jour) et ou f(t) représente le taux de bactéries restantes.
Ainsi, f(0) = 1. On suppose que la totalité des bactéries sont éliminées apres 6 jours. Donc

f(6) =0.
1 Montrer que f(t) = aes M=)t 11 — g

2 On sait que 50 % des bactéries disparaissent au bout de deux jours.

1
En déduire que aes(1-37) + g—ae= 0.

Pour tout nombre réel x > 1, on pose :

1
3 Montrer que ¢'(x) = (1 + ) eéln(l_%) —1.

4 a. Calculer lim ¢'(z).

T——+00
b. On admet que ¢”(z) = ————es (1),
n admet que ¢”(x) 9:c(x—1)e
En déduire les variations de la fonction ¢’ puis celles de la fonction ¢ sur |1;4o00].

5 Montrer alors que 1'équation ¢g(z) = 0 admet une unique solution, notée a, sur J1,3;1,4][.
On admet que a =~ 1, 309.
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B Exercice 13. Fonction f: z +— (2?2 + 1)Inz — = *kkveve @

(Source : ts-In-10)

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

On considere la fonction A définie sur ]0; +o00[ par :

2 —x+1
h(z) =1 —_.
() =Inz + 572
212 -2
1 Montrer que sa dérivée est : h'(z) = x;ﬁ
T

2 Etudier le signe de //(x) sur |0 ; +-00].
3 Dresser un tableau de variation de h sur |0 ; +o0[. En déduire le signe de h(z) sur |0 ; 4o0].
Partie B : Etude d’une fonction
On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :
flx) = <$2 + 1) Inz — x.
1 Calculer sa dérivée puis montrer I’équivalence suivante :

f'(z) >0 <= h(z) > 0.

2 En déduire les variations de f sur ]0;+oo].
3  a. Déterminer lim f(z).
z—0
b. Déterminer xggloo f(x).
c. Dresser un tableau de variation complet de la fonction f sur |0; +oof.

4  a. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution, que 'on notera «, sur
105 400
b. Montrer que « appartient a Uintervalle |1;2[.

c. Donner une valeur approchée de av & 107! pres.
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B Exercice 14. Fonctionf : x — ﬁ avec intégrale a la fin * kK ke @

(Source : ts-In-11)
Partie A
Soit le polyndome P(z) = 2* + 2> + z — 1.
1 Déterminer P'(z), puis en déduire les variations de P sur R.

1
2 Montrer que I’équation P(x) = 0 admet une unique solution, notée «, sur } 3 i1 {

3 En déduire le signe de P(z) sur R.
Partie B

On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :

2lnz

fla) = x[(ln r)? + 1} .

(Inz)* + (Inz)* +Inz — 1‘
xZ[(lnaz)2 + 1}2

1 Montrer que la dérivée de f est f'(z) = —2

2 A Daide de la partie A, montrer que f'(x) est négatif sur Je* ; +o0[.

3 Calculer glcg% f(x) et mgglmf(x)

4 Dresser un tableau de variation complet de la fonction f sur |0;4o00] (on ne calculera pas
f(@)).

Inz
T

(Inz)* 41
supérieur ou égal a 1 de 'intégrale :

5 En remarquant que f(z) = , déterminer une expression en fonction du réel t

1) = /ltf(x) dz.

6 Déterminer la valeur exacte puis approchée a 0,01 pres de ¢ tel que I(t) = 1.

B Exercice 15. Equation e* — Inxz = 0 *hKktcse @
(Source : ts-In-12)

On considere la fonction définie sur |0 ; 4o00[ par :
f(x)=¢"—Inx
et sa courbe représentative 4 dans un plan rapporté a un repere orthonormé (O; 7, 7).
1 . Etudier les variations de la fonction g définie sur [0; +oo| par :

g(x) = ze® — 1.
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b.

En déduire qu’il existe un réel positif unique a tel que : ae® = 1. Donner un enca-
drement de o d’amplitude 1073,

. Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de z.

. Déterminer les limites de f aux bornes de ]0;+oo.

b. Calculer la fonction dérivée f' de f et étudier son signe sur |0 ;+oo[ en utilisant la

question 1. Dresser le tableau de variations de f.

1
. Montrer que f admet un minimum m égal a o+ —. Justifier que : 2,32 < m < 2, 34.
e

3 Donner une équation de la tangente .7 & € en son point d’abscisse 1. Déterminer le point
d’intersection de .7 et de I'axe des abscisses.

4 Tracer € et T .
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1.
8
1 n8—In2=1In <§> = In4 (que 'on peut aussi mettre sous la forme 21n2).

2 In6+1In3 =1In(6 x 3) =1In18.

25 25
3 In25—-n30+nl0=In({—x10) =1In —.
n n 4+ In n(30>< ) n3

50 x 2

4 ln50—|—ln2—ln10=ln< >:ln10.

5 3In4—1n256 =3In(22) —In(2°) =62 —8In2=—2In2.

6 2In2—-1n16+mn128=2In2—-1n2* +In2"=2In2—-4In2+7In2=>5In2.
7 Ine* =2x.

8 Ine* ™t —Ine?™ =2y —4— (22 +4) = -8.

3Ine™  3(z+1) 3z+43

2lnel~c  2(1—x) 2—22

B Corrigé de I'exercice 2.

1 In(3z —4) =In(2z +1).

: e 3v—4>0 "7 3
« Domaine de définition : il faut que , soit , donc que

20 +1>0 1

x> —=

2
- 4
x> —.
3

« Résolution : In(3z —4) =In(2z+1) <= 3r—4=2r+1 < x=05.

4
5> 3 donc I’ensemble solution est | = {5}
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2 In(4 —2z) =1In(x —1).

, donc que

4 -2 >0 <2
« Domaine de définition : il faut que { ;E 0 soi {az
r—1>

1l<x<?2.

5
e Résolution : In(4—2z) =In(z—1) <= 4-2r=20-1 <= 5 =31 < z=3

1< 2 < 2 donc 'ensemble solution de I’équation est | . = {g}

3 In(z?+2+1)=In(z* -2z +1).

2 1>0
o« Domaine de définition : il faut que v
22 —-2x+1>0

Or, le discriminant de 2? + x + 1 est égal & —3 donc ce polynome est toujours
strictement positif.

De plus, 22 — 2z + 1 = (z — 1)? donc seul = 1 ne convient pas.
Le domaine de définition est donc 2 =R\ {1}.

« Résolution : In(z? +z +1) = In(z? — 22 + 1)
=P trt+l=2"-20+1
3z =10
<=z =0.

0 € 2 donc l'ensemble solution de ’équation est | = {0}

4 In(22% — 10z + 8) = In(32? — 3z — 18).

222 — 10z +8 >0
312 —3xr—18>0

Le discriminant de 222 — 10z + 8 est Ay = 100 — 64 = 36 et donc ses racines sont

10 — 6 10 + 6
D0 et Py,
4 ¢y

Le polynéme est donc strictement positif sur |—oo;1[ U |4 ; +o0l.

o« Domaine de définition : il faut que {

Le discriminant de 322 — 3x — 18 est Ay = 9 + 216 = 225 et donc ses racines sont

3—15 3415
— = —-2et * = 3.

6
Le polynéme est donc strictement positif sur |—oo; —2[ U |3 ; 4+00.

Le domaine de définition est donc Z = |—o0; —2[U]4; +o0].
« Résolution : In(2z* — 10z + 8) = In(3z* — 3z — 18)
22> — 102+ 8 = 32° — 3z — 18
= 2°+ T2 —26=0.
Le discriminant de 22 4+ 72 — 26 est A = 49 + 104 = 153 donc il admet deux racines

—7— V1 7+ /1
7 : 53 o 7+2 53¢9‘

-7 _QW}

L’ensemble solution de I’équation est donc | = {
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5 (Inz)?—3Inz+2=0. Posons X =Inzx.
L’équation devient : X2 — 3X + 2 = 0 et admet pour solutions X =1 et X = 2.

Ainsi, Inz =1 ou lnz = 2, soit £ = e ou z = €.

L’ensemble solution est donc |.¥ = {e ; 62}

6 2(Inr)?—5Inx —3 =0. Posons X =1Inz.

1
L’équation devient 2X2? —5X — 3 = 0 et admet pour solutions X =3 et X = —5

1 1
Ainsi, Inz =3 oulnz = —=, soit r =e> ouwv = e 0% = —.
2 Ve
L’ensemble solution est donc |.¥ = {e3 ; e_0’5}
B Corrigé de I'exercice 3.
1 In(5z +20) > In(3z —9).
5x+20>0
o« Domaine de définition : il faut que vl , soit x > 3.
3r—9>0
Le domaine de définition est donc 2 = |3; +o00|.
« Résolution : In(5z 4+ 20) > In(3z — 9)
< 5r+20> 3z -9
= 2x > —29
— T > 29
x> ——.
2
29
Notons Z = ]—2 ;oo {; alors, I’ensemble solution de I'inéquation est 2 N Z, soit
& =13;+00l|.
2 In(8 —2z) < In(bx — 25).
8—2x>0 <4
o Domaine de définition : il faut que v , soit o , donc le do-
or — 25 >0 x >H
maine de définition est |—oo;4[U]5; +o0].
» Résolution : In(8 — 2x) < In(bx — 25)

<~ 8—-2x <bxr—25
<=8+ 25 <bx+ 2z

<~ Tr > 33
x> 33
x> —.
7
33
Notons % = [7 ; —1—00[; I’ensemble solution de I'inéquation est alors % N &, soit
S =15;+00]
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3 In(z?+1) < In(22? + z + 2).

2+1>0
20+ 242>0
car le discriminant des polynomes a2 + 1 et 222 + x + 2 sont strictement négatifs.

« Domaine de définition : il faut que , ce qui est toujours le cas

Le domaine de définition est donc R.
« Résolution : In(z* +1) < In(22° + 2 + 2)
=P+ 1< 24242
=P +r+1>0.
Le discriminant de z? + x + 1 étant strictement négatif, tout réel z convient.

L’ensemble solution de cette inéquation est donc |.¥ = R |.

4 In(22? — 3z + 1) > In(—5z? + 8 — 3).

1
« Domaine de définition : les racines de 222 —3z+1 sont 1 et 3 ainsi, 222 —3z+1 > 0
1
sur ]:]—OO;Q[U]l;+OO[.

3 3
Les racines de —5z% + 8z — 3 sont 1 et R donc —522 4+ 8x — 3 > 0 sur J :}5 ; 1{.
Le domaine de définition est donc I N J = @.

o Résolution : le domaine de définition étant I’ensemble vide, il ne peut y avoir de

solutions a cette inéquation. Donc
5 In(x? — 5z — 14) > In(22* — 10z + 8).

« Domaine de définition : le polynéome 22 — 5z — 14 admet pour racines —2 et 7
donc il est strictement positif sur I = |—oo; —2[ U |7; +0o0].

Le polyndme 222 — 10z + 8 admet pour racines 4 et 1 donc il est strictement positif
sur J = |—o0;1[U]4; +o0l.
Le domaine de définition est donc I N J, soit Z = |—oc0; —=2[U|7;+o0].
« Résolution : In(2? — 52 — 14) > In(22® — 10z + 8)
> 2® —5r— 14 > 22> — 10z + 8
— 2* — 5+ 22 <0.

Le discriminant de 22 — 5z 4 22 est A = 25 — 108 < 0 donc le polynoéme est toujours
strictement positif.

L’ensemble solution de l'inéquation est donc |. = |—o00; —2[U]7;+0o0]

6 In(z?+ 2 —6) > In(—222 + 14z + 16).

« Domaine de définition : le polyndme 22 + x — 6 admet pour racines 2 et —3 donc
il est strictement positif sur [ = |—o0; —3[U]2; 400].

Le polynéme —2x? + 14z + 16 admet pour racines —1 et 8 donc il est strictement
positif sur J =]—1;8|.

Le domaine de définition est donc I N J, soit Z = ]2;8].
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Résolution : In(z? + x — 6) > In(—22? + 14z + 16)
=P +r—-6>-22"+14+16
— 32” — 13z — 22 > 0.

Le discriminant du polynéme 3z% — 132 — 22 est A = 169 + 12 x 22 = 433 donc il
13 — 433 13 +v433
Ainsi, 32?2 — 132 — 22 > 0 sur Z = |—o0;x1[ U |1y ; +00|.

admet deux racines : 11 =

L’ensemble solution de I'inéquation est donc % N 9, soit |.¥ = ]

13 + v/433 l
6

W Corrigé de I'exercice 4.

In(X +1
1 Nous savons que 1111(1) M = 1. Ainsi, en posant X = 22, on a :
Tr—
In (22 +1
i 2D
z—0 :L'z

De plus, 113%@ —1) = —1, donc lim <(x - 1)

Ainsi, | lim f(z) = —1.

In (2% + 1)) _ 1

x—0 {L’z

z—0

2 Nous pouvons écrire, sur R* :

CIn(z*4+1) In(®+1) 2?41

= X
/() x 2 +1 x?
In X
lim 2 — 0, donc en posant X = 22 + 1, nous avons :
X—+o0
In(z*+1) 0
z—+oo 2 +1 e
2 1 2
De plus, lim T er = lim L 1.
r—=+00 I T—+00
Alinsi,
In (22 +1 241
i (D L) (IIL.1)
T—+00 :L‘2 +1 .1’2

1 1
In(z?+1)=1In {xz (1—|—>} =2lnz+In <1+2).
x

xr2

1 241 1 1 1
Ainsi, n(e”+ ):2nx+1n<1—|—2>.
x x x x

Posons g(z) = In(1 + x) — x, pur = > 0.

Alors, ¢'(x) = 112 1 < 0 pour x > 0 donc g est décroissante sur [0; +ool.
T

De plus, g(0) = 0 donc cela signifie que g(z) < 0 sur [0; +o0.

1 1 1 1 1
Ainsi, pour z > 0, In(14+2) < z et donc In (1 + 2) < —5, s0it —In (1 + 2) < =
x x x x x

1 1 1 1 1
—>0donc1+ — >1,douln (1—1—) > ( et finalement — In (1—|—> > 0.
x x? x? x x?
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1 1 1
Ainsi, 0 < —In (1 + ) < —.
x x2 3

T—>+00

On en déduit alors que lim { In <1 + 2)] = 0 (théoréme des gendarmes).
x x

1
De plus, lim e = (0 donc
r—+o00
In (22 +1
lim T2 (" +1)

T—+00 €x

=0.

 Finalement, des égalités (1) et (2), on en déduit :

A, (=) =0
3 D’apres la question précédente,
In (22 +1
lim 2 = L
T——00 €T

De plus, en écrivant pour z < 0 :

1 241 1 1 1
n(x+):2n|x|+ln<1+)7
T T T

In|z|

0.

On a lim
r——0co

1 1 1 1 1
De plus, on a toujours 0 < In (1 + 2) < — et donc — < —In (1 + 2)
T T r x z

1 1
Donc, lim —In (1 + 2) = 0 (théoréme des gendarmes).
x

T——00
Finalement,
In (22 +1
fim RETHD
T——00 €T
Alors,
A f@) =0

B Corrigé de I'exercice 5.

In X B

1 Nous savons que lim =0.

X—4o00 X

Posons X = 22 — 1. Alors, lim X = +4o0.

T——00

Inyz?—1 WX InX 1
2—-1 X2 X X
72 —
Ainsi, lim (Ml>: lim (mXxl).Or, lim l: lim

T——00 2 —1 X—+oox  X—+oo

De plus,

(I11.2)

(I11.3)

< 0 pour z < 0.

(I11.4)

In X

7 =0. AinSi,



2 On pose X = (z — 1)
In(z? —2x+2) In[(z—1)*+1] 1n(X—|—1)

Al — _
ors, (I — 1)2 (x — 1) <
2 PR—
lim X = 0 donc lim In (2% — 2z +2) = lim In(1 + X) =1.
z—1 z—1 (x —1)2 X¥ab X

Alinsi,

) <ln x? — 2x +2)
lim

rz—1

93—1

3 Posons f(X)=In(1— X?) et g(z) =In(1+ X).
Alors, f(0) =1 et g(0) =1 et donc :

f(X) _ f(X) = f(0)
9(X)  g(X) —g(0)
_ X)) =), X-0
X -0 9(X) — g(0)

Par conséquent,

X—0g(X) X-0 X—-0 g(X) —g(0)
X)) - fO) -0 1
Or fim =—~—0 = /Ot im0 ~ 70
_9x
FX) = o et g (X) = e
Ainsi,

1
En posant X = — avec lim X =0, o0n a :
gj T—+00
1
ln <1 — 2)
lim | ——222 | — 0.
r—r—+00

In <1 + )
x
4 On peut écrire :

1n(1+\/§)_1n(1+\/5)>< VT ><1+\/:c—+1
1—Ve+1 o 1—-vVz+1 1+Vz+1
_mtye)  VE(LEVEET)

NG -
v (1VEED)
Yz VT
limM — lim In(1+ X) -1
z—0 \/E X—0 X
z—0 lim (2T VI
1+vr+1 = : ( )
» lim (—1> = —00 = lim <_(>> - 0 -0\1—-+vz+1
X—0t X z—0 \/E
> 11%(1+\/x+1) -
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B Corrigé de I'exercice 6.

W f(z) =21

x
1
Or,pour x > 1,0 < = < 1, et donc f'(z) <0.
x
La fonction f est donc décroissante sur [1;+00].
2 f(1) =—1, donc f(z) <0 sur [1;4o00[. Donc Inz < x sur cet intervalle.
De plus, on sait que pour z > 1, Inxz > 0.
On en déduit alors que sur [1;4o00[, 0 < lnz < z.

3 Posons x = \/u, u > 1.
Alors, de ce qui précede, on déduit que

0 <Invu < Vu.

Ainsi, en divisant par u, on a :

1
o< Vu \/ﬂ7
u U
on encore :
0< %lnu - 1
) Vu'
Que 'on mette u ou x importe peu. Ainsi,
Inx 1
Vee[0;+o0], 0 < — < —.
2r  \/x
. 1 . P . Inz -
4 lim —= = 0 donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim —— = 0. Multiplier par 2
z—+00 /1 r—4oo 21
. - . Inz
I’expression ne change pas la limite, donc lim — = 0.
r—+o00
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B Corrigé de I'exercice 7.

1 fi(z) =zlnz — 2 donc f{(z) =Inx.
Inz l—Inz
2 fo(x) = — donc fi(x) = o
2
8] fo(x) = In (2?) done fi(z) = >
x
1
4 fi(zr) =Invx+1donc fi(z) = L
5 On pose u(z) = 2* + 1. Donc (Inu)’ = 2 :
) ) :E2+12
=X (P +1)—2xIn(z°+1
On a alors fi(z) = Z* ( ) 5 ( )
@+ 1)
~ 2z[1—In(2? +1)]
(22 +1)*
1
= 1
/ _ x —
0 fﬁ(x)—lnx rlnz

B Corrigé de I'exercice 8.

o f(—z) = f(x) et le domaine de définition de f est centré en 0.
La fonction f est donc paire. On peut donc I’étudier sur [0; +oo].

_ 2 [1—In(z%+1)]

D’apres l'exercice 6, f’(x)

(224 1)
lim (xQ + 1) = 400
r——+00 -
* . InX = | Jim f(z) =0
o =0
In1l
De plus, f(0) = — =0.

Sur [0; +oc[, 2z > 0 donc f(x) est du signe de 1 —In (2% + 1).
l—In(2’+1) >0 m(a?+1) <1

@(332—1—1) <lIne

sr¥+l<e

sri<e—1

S0<r<ve—1

On obtient alors le tableau de variations suivant sur R :

x —00 —v/e—1 0 e—1 +00
f(x) + 0 — 0 + 0 —
f@ | g——— e — T —
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f<\/e_—1):1n(e—l+1)

e—1+1

D | =

-1

¢}

B Corrigé de I'exercice 9.

x+1

1
1 1l faut que 1+— > 0, ou encore > (. En étudiant le signe de ce quotient, on trouve :
x

T

Dy =]—00;—1[U]0;400].

On sait que sur Z¢, 1 + — > 0 donc f'(z) < 0.
x
Ainsi, f est strictement décroissante sur |—oo; —1[ et sur |0 ; +oo].

3 lim ledonc lim ln<1—|—1>:ln1:O.
T

T——00 T——00
De méme, lim f(z) =0.
T—++00

1 1
lim — =—1et lim (1 + ) = 0". Ainsi, lim f(z) = —cc.
z——1 r——1 x r——1
r<—1 r<—1
1 .
lim — = +o0 donc lim f(z) = +oo.
z—0 z—0
x>0
x
(=)

B Corrigé de I'exercice 10.

1 f est définie pour tout x tel que 2% — 2z + 1 # 0, c’est-a-dire lorsque (x — 1)% # 0.
Ainsi, 2 =R\ {1}.

. L . 2 o 2y _ ; - _
2 . xgrpoo(x—l) = —ooet lim In(z*—2z+1) = im In(z*) = +o0 donc xgrjloof(x) = —00.
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o Par un raisonnement analogue, hrf f(x) = +o0.
T—r+00

+ fl@)=(z - 1)In[(z—1)%].
— Siz>1, f(zr) =2(x—1)In(x —1). En posant X =x—1,ona f(X)=2X1In X
avec X — 0 quand  — 1. Or, )l(jmoXlnX = 0. Ainsi, 12111 f(z) =0.
N x

z>1
— Siz <1, f(x) = —2(1 — z)In(1 — z). Par un raisonnement analogue a ce qui
précede, en posant X =1 — x, lirq f(z)=0.
2l
20 — 2
/ _ 2 . e =
3 f(m)—ln(x 2x—|—1>—|—(m 1)Xx2—2x+1
2(x —1)?
_ 12
=In|(z 1) 1)
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4 fx)>0eh|

1)2}+2>0
<:>ln[ 12}
s (z—1)7? >e?

s (z—1)72 -

() >

@(x—l—e 1) (:E—1+e_1)>0

f (1 - e—l) —(1l—e'+1)n [(1 —el o 1)2]

—e !ln (e_2>

=—e ' x(-2)
=2
De méme, f(1+e ') =—2e!

x —00 1—e! 1 1+e! +00
z—1—e! - — — z +
r—1+e! - 0 + + +

f'(x) + 0 - H - 0 +
On en déduit alors :
T —00 l—e! 1 14et +00
f@) | oo —— 2 0= gt ——
B Corrigé de I'exercice 11.
1 On sait que limInx = —oco donc |lim(elnz — 2) = —oc0|.
z—0 z—0
2 On peut écrire :
Inz
—e" (= —1).
oy =e (1)
. : , Inz Inz
On sait que (croissance comparée) : lim — =0donc lim |— —1) = —1.
r—+o00 r—+00 xX

Ainsi,

lim
T—-+00

f(z) = —o0|.
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e —

3 fl(x) = %— 1= L Ainsi, sur ]0;e[, f'(z) > 0 et sur Je;+oo[, f'(z) < 0 dou le

tableau de variations suivant :

x 0 e +00
f'(x) + 0 —
0
/ / \
PSS —00

4 On remarque sur le tableau précédent que pour tout réel x strictement positif et différent
de e, f(z) < 0. Ainsi :

f(m) <0,
c’est-a-dire :

elnm <7
soit :

In7® < .

En composant par la fonction exponentielle, qui est strictement croissante, on a alors :
€
eln7r < e7r7

Soit :

B Corrigé de I'exercice 12.
1  On sait que f(0) = 1 donc ae?*® + b =1, soit a + b = 1, ou encore b = 1 — a.

1
« De plus, f(6) = 0 donc ae®* + b = 0, soit ae®* = —b = a — 1. Ainsi, % =1 — = et
a

donc 6k = In <1 — 1).

a

Finalement, k = 1hrl (1 — 1).
6 a

On obtient alors :
o (2)
éln 1—— |t
f(t) = ae “7 +1-a.

1
2 50 % des bactéries disparaissent au bout de deux jours, donc f(2) = o1 soit :

()
gln 1—— | x2 1
ae a +1—a:§.

()
—Inl|l 1——
1
e3 “ +§—a:().

_1
In(1 w), alors h est de la forme uv avec :

Ainsi,

3 Sion pose h(z) = ze3
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i 1 1
uw) == v'(z) = L x —2 e3n(1-3)
31—+
_ T hm(1-2)
322 -1
1 1 1 Lin(1-1
() =1 v(z) = es0-2) T3z x—1 (=)
D’ou
B (z) = (u'v—u')(z)
—1><e%1“(1 %)—kxx—x 1
r x—1
frd 3 x
¢ RET—

Ainsi,

_ 1
4 a. e« lim (1+ >:1;

T—+00 3r —3
1 1
e lim (1+) =1let lim In X =0 donc lim 1n(1—> =0.
T—4-00 €T X—1 T—4-00 €T
1 1
De plus, lim ¢ =1 donc lim esn(1-2) — 1,
Y—0 T—+00
. . . Lin(1-2) 1
Ainsi, par produit, lim e3 <) (14 =1, et donc
T— 400 Tz —3
. / -
()0
. —2
b. Siz > 1, alors 9z(z — 1) > 0 et donc —— ~ < 0.
9z(z — 1)
De plus, une exponentielle est toujours strictement positive, donc ¢”(x) < 0 sur

115 +o0.

Par conséquent, ¢’ est strictement décroissante sur |1 ;+oo[ et donc, d’apres la ques-
tion précédente, ¢'(z) > 0 sur cet intervalle.

On en déduit que g est strictement croissante sur |1 ; +oo/.

5 ¢(1,3) = —0,00261269 > 0 et g(1,4) ~ 0,022 087258 < 0 donc 0 est une valeur intermé-
diaire de ¢(1,3) et g(1,4).
De plus, g est continue et strictement monotone sur [1,3;1,4] donc d’apres le corollaire
du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution
sur [1,3;1,4].
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B Corrigé de I'exercice 13.

Partie A

1 h est une somme de deux fonctions dérivables sur |0; 4o00], donc elle est aussi dérivable
sur |0 ; 400l

, 1 (22— 1)(22%) —dx(2® —z + 1)
hi(z) = T + 4ot
1 423 — 222 — 423 + 422 — 42
Tz 4t
1 222 —4zx
Tz 4ot
R
T 223
, 212 + x — 2
B (x) = 5o

2 Le discriminant du polynéme P(z) = 22* + x — 2 est :

A=1—-4x2x(=2)=11.
Il a donc deux racines :

VT 14T

T=——— Iy 1

4

P(z) est du signe de « 2 » a 'extérieur des racines; or, z; < 0.

Ainsi, h'(x) < 0 sur |0; 23] et A'(x) > 0 sur |zs; 400

3 On a le tableau suivant :

T 0 T3 +00

b (x) — 0 +

h(z) . —

\/ﬁ—1> + (=) - q;H) ~ 0,43 > 0.
4 2(\/2—1)

h(zy) = In (

Ainsi, h(z) > 0 sur ]0; +o0.

Partie B
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1 f est dérivable sur |0; +00[ comme somme d’'une fonction dérivable sur |0 ; 400 (z +— —2)
et d'un produit de deux fonctions dérivables sur ]0; +oo[ (z — z* + 1 et x — Inx).

f'(z) :2xlnx+(:x2~|—1> X l—1

z
2
1
:2xlnx+x i -1
2
— 1
x
f/() oy (1 +a:2—x+1
z)=2z|lnz 4+ ——
212
Ainsi :
2 —x+1
f(z) >0 <=2z lnx—l—T >0,
soit :
f(z) >0 < 2zh(z) >0,
ou encore :

Vo €]0;+o0], f'(z) >0 <= h(x)>0.

2 Dans la partie précédente, nous avons vu que sur |0; +oo[, h(x) > 0.

Ainsi, f est strictement croissante sur |0 ; 400].

3 a f(z)=zxzlhz+lnzr—2z Or,limzlnr=0et limlnz = —oco.
z—0 z—0
Ainsi, il_r}% f(z) = —o00|.

b. f(zr)=x [(x+;> Inz — 1].

1
Or, lim (x + ) = 400 et
x

lim Inz = 4o0.
r—+00 — 400

xT

1
Ainsi, lim KLB + > Inz — 1} = 4-00.
T

T—r+00

On a donc :| lim f(z) =+4o0|

T—+00

c. On a le tableau suivant :

x 0 +00
f(a) +
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4  a. f est dérivable et strictement croissante sur |0 ; +o0].
De plus, }EILI(I) f(z) <0et Il_l)gloof(x) > 0.

Ainsi, d’apres le théoreme de la bijection, il existe une unique valeur a sur |0 ; +o0]
telle que f(a) = 0.

b. f(1)=2Inl—-1=-1<0et f(2) =5In2—-2>0donc 1l <a <2

c. A Daide de la calculatrice, on a a ~ 1, 6.

B Corrigé de I'exercice 14.

Partie A

1 P est dérivable sur R car ¢’est un polyndéme. Sa dérivée est :

P'(z) = 32> +2v + 1.

Le discriminant de P'(z) est :

A=22 _4x3x1=4—24=-20<0.

Donc P'(x) > 0 sur R, ce qui signifie que P est strictement croissant sur R.
1 1\? 1\2 | (1 1
A P(G)=(G)+E) +@3)-1=-i<0
De plus, P(1) =2 > 0.

donc, d’apres le théoreme de la

1
Or, P est dérivable et strictement croissant sur ]2 i1
bijection, I’équation P(z) = 0 admet une unique solution sur ]2 i1 [
3 D’apres les questions précédentes, on peur alors dire :

¢ P(X)<0sur]—o0;al
e P(X)>0sur |a;+oo[.

Partie B

1 f est dérivable sur |0 ; +oo[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur cet intervalle.
Sa dérivée est :

2x Lx[z((In2)?+1)] -2z [(Inw)?+1+z (2122)]

fle) = 22 ((Inx)? +1)°
_ 2(Inz)?> +2—2(Inz)® —2Inx — 4(Inz)?
2 ((Inw)? 4 1)°
) = — (nz)®+ (Inz)?>+Inz —1
fi@) 22 ((Inx)? 4+ 1)2
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2 D’apres la question précédente, nous pouvons dire que

P(Inx)

@)= _2:1:2 (Inz)24+1)*’

ou P est le polynéme défini dans la partie A. Donc f(z) est du signe contraire de P(Inz).

Or, nous avons dit que P(z) > 0 pour x > «. Ainsi, P(Inz) > 0 pour Inz > «, soit
T > e,

Ainsi, f'(x) < 0 pour z > e®.

2Inz 2
/() r((lnz)?+1) xhz+ = pour = 7
Or, lim xlnzx =+ et lim — = 4o0.
r—r—+00 r—r—+00 lnx

Ainsi, xl_l)I_{loof(l’) =0

. .
De plus, limxInz =07 et lim — = 0".

z—0 z—0 Inx
Ainsi, }:12[1) f(z) = —o0|.

4 Nous avons le tableau suivant :

v 0 o +00
f'(z) + 0 -
) | | S —
5 On remarque que f(z) = ZI((;C))a avec u(z) = (Inz)* +1 > 0 et donc u'(z) = 21236.

Ainsi, une primitive de f sur |0; +oo est F'(z) = In((Inz)? 4+ 1). Ainsi :
I(t) = /lt f(@) de = F(t) = P(1) = In (lnt)? + 1)

6 I(H)=1<n((nt))’+1)=1 (t)!+1=e< (Int) =e—1.
On a alors Int = ve—1oulnt = —ve—1, soit t = eV*Lout = e Vel Or, par
hypothése, t > 1 donc ¢ # e Vel
Ainsi, t = eV* T & 3, 7.

B Corrigé de I'exercice 15.

1 a ¢(z)=e"(14z) donc ¢'(x) > 0 sur [0; +oo].
Ainsi, f est strictement croissante sur [0 ; 400].

b. g est continue et strictement monotone (croissante ici) sur [0; +ool.
De plus, g(0) = —1 et g(1) = e —1 > 0. Donc, d’apres le corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur « sur [0; 4+o00[ telle que g(a) = 0,
soit ae® = 1. On trouve a ~ 0, 567.
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c. g est croissante et g(a) = 0 donc g(x) < 0 sur [0;af et g(x) > 0 sur Ja; +00.

2 o limlnz = —oo et lime® = 1 donc, par somme, |lim f(z) = +o0o|.
z—0 z—0 z—0

On peut écrire :

z e’
1 T
De plus, lim nr_ 0et lim Sl +00, soit lim T 0.
T—+0o I T—=+00 z—+o00 %
Par produit, on a xggloof( r) =400/
. 1 oz =1 glx) . . ., . :
b. fl(x) =e"— — = = . Ainsi, d’apres la question 1, on a :
x x x
z 0 o) +00
f'(z) - 0 +
e L
c. fla)=e*—Ina

1 1 . :

=——Iln— d’apres la question 1.b.
o e
1

=——Inl+Ine”
a
1

= — —Iv— o
!

De plus, avec a =~ 0,567, on a m ~ 2,33. D’ou le résultat demandé.

3 Une équation de la tangente est :

y=r(a)(z—-a)+ fla) , a=0.

Ainsi,

FO -1+ f(1)
e—1)(z—1)+e—1Inl
e—lz—e+1+e
e—lz+1

= (
= (
(

Notons A(z;0) le point d’intersection de .7 avec I’axe des abscisses. Alors,

e—1lzx+1=0&|x=
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Enoncés

Suites

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

@ Exercices dapplication du cours

0 Exercices de réflexion

&) Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs 22 novembre 2016

B Exercice 1. Suite définie par u,+; = u, +2n + 3

*tevetets @
(Source : ts-suites-01)

Corrigé page 83

On considere la suite (u,,) définie par :

Uozl
Upy1 = Up + 20+ 3 Vn €N

Y

1 Etudier la monotonie de (u,).

2 a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > n?.

b. Déterminer alors la limite de (uy,).

3 Conjecturer une expression de u, en fonction de n puis démontrer la propriété conjecturée.

W Exercice 2. Suite définie par u, 11 = ;- *ieieterr @
(Source : ts-suites-02)
On considere la suite (u,) définie par :
Uy = 0
1
Upr1 = s Vn < N
2—u,

1 Calculer uq, us et us sous forme de fraction irréductible.

2 Conjecturer la formule qui donne u,, puis la montrer par récurrence.

W Exercice 3. Suite définie par u,,.; = f(u,) avec f(x) = 2&t1

et *kietere @
(Source : ts-suites-03)
Soit la fonction f définie sur [0;2] par :
20 +1
flz) = :
z+1

1 Déterminer les variations de f sur [0;2].
Montrer alors I'implication suivante :

re[1;2] = f(x) € [1;2].
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2 On considere la suite (u,) définie par :
Uy = 1
U1 = [ (ug) Vn e N

Montrer que pour tout entier naturel n, u, € [1;2] et que u, < Uy41.

3 En déduire que la suite (u,,) converge.
* ket @

x+6
r+2
Corrigé page 86

Calculer alors sa limite.
B Exercice 4. Suite définie par u, 1, = f(u,) avec f(x) =

(Source : ts-suites-04)
Soit la suite (u,) définie par :

U(]:l
Un + 6 Vn e N

Up+1 =
U, +2

1 Montrer que si (u,) converge vers un nombre ¢, alors ¢ est racine du polynome :

P(z) =2 +z — 6.

2 Déterminer les racines de P. On les notera a et 3, avec a > [3.

Uy — Q

Pour tout entier naturel n, on pose v,

3 Montrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera alors son premier terme et sa

raison.

4 En déduire la limite de la suite (u,,)
*kk it @

4r—1
4z
Corrigé page 87

B Exercice 5. Suite définie par u, 1, = f(u,) avec f(x) =

(Source : ts-suites-05)

On considere la suite (u,) définie par :
Uy = 3

du, — 1

X Vn e N

Y

Un4+1 = )
n

et la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par :

1 Montrer que (v,) est une suite arithmétique dont on précisera le premier terme et la

raison.

2 En déduire lim wu,.
n—-+4o0o
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B Exercice 6. Suite définie par u,, 1, = %un +2n—1 *h ks @

(Source : ts-suites-06)

On définit la suite (u,) pour tout entier naturel n par :

Uozl
1
un+1:§un+2n—1

1 Calculer les 10 premiers termes de cette suite a I’aide de la calculatrice ou d’un tableur.
Que peut-on conjecturer quant a la nature de (u,,) ?

2 On pose v, = u, —4n + 10.

a. Monter que (v,,) est une suite géométrique que l'on caractérisera.
b. En déduire 'expression de v,, puis celle de u,, en fonction de n.

c. On pose :

Sn:Zuk:uo+u1+---+un.
k=0

Donner I'expression de S, en fonction de n.

n(n + 113(271 +1) ottt @

(Source : ts-suites-07) Corrigé page 88

On considere la somme :

n
W Exercice 7. Démonstration par récurrence : »  k* =
k=1

n
Sp=3kK=1"+22+3 4+ +(n—1)7>+n’
k=1

Montrer par récurrence que :
g n(n+1)(2n+1)
n - 6 *

B Exercice 8. Etude générale des suites de la forme u, 11 = Au,, + P(n) kkkxk 0

(Source : ts-suites-08) Corrigé page 89

On considere la suite (u,) définie par :

Ug € R
Upt1 = Au, + P(n) | Vn e N

ou P est un polynéme et ou A € R*\ {1}.
On pose alors la suite (v,,) définie par :

vy, = up + Q(n),
ou Q est un polyndme.
1 Montrer I’équivalence suivante :
(vn) est une suite géométrique < Vn € N, P(n) = AQ(n) — Q(n + 1).

On suppose maintenant que P(n) = an + b, a et b étant deux réels non nuls.
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2 Trouver, en fonction de A, a et b, 'expression du polynéme Q.
3 En déduire, en fonction de A, ug, a, b et n, une expression de v, puis de u,,.

4 Application : déterminer 'expression du terme général de la suite (u,) définie par son
premier terme ug = 5 et par la relation u,,, = 2u, — 3n + 7.
Vérifier la formule trouvée pour les premiers termes de (uy,).

W Exercice 9. Suite définie par u, 1 = Ju, — *k ke @

(Source : ts-suites-09) Corrigé page 91

On consideére la suite (u,) définie par :

wWiN

U():l
1 2
un+1:§un—§ s Vn € N

1 Déterminer le réel A tel que la suite géométrique (v,) définie par :
VneN, v, =u,+ X\ A€R
soit géométrique.

2 Calculer alors lim w,,.

n—-+0o00
B Exercice 10. Calcul de la limite de ”Jr;%'zs(") *Ahtevere @
(Source : ts-suites-10)
, . - . . n + cos(n
Déterminer la limite de la suite (u,),-, ou u, = n?()
B Exercice 11. Suites imbriquées *kk ks @

(Source : ts-suites-11) Corrigé page 91

Soient deux suites (u,) et (v,) telles que :

1

Uy = Vg = = ; Vn € N, {Un+120,6un+0’31)n

2 Upa1 = 0,4u, + 0, 7v,

On pose alors pour tout entier naturel n :

Ay, = Uy, + Uy,
b, = 4u,, — 3v,,
1 Montrer que (a,) est constante.
2 Montrer que (b,,) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.

3 En déduire I'expression de u,, en fonction de n, puis celle de v,, en fonction de n.

4 Démontrer que (u,) converge et donner sa limite.
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B Exercice 12. Des suites dans les probabilités *hhxic @

(Source : ts-suites-12) Corrigé page 92

Dans un zoo, 'unique activité d’'un manchot est 1'utilisation d’un bassin aquatique équipé d’un
toboggan et d’un plongeoir.

On a observé que si un manchot choisit le toboggan, la probabilité qu’il le reprenne est 0, 3.
Si un manchot choisit le plongeoir, la probabilité qu’il le reprenne est 0, 8.

Lors du premier passage les deux équipements ont la méme probabilité d’étre choisis.

Pour tout entier naturel n non nul, on considere I’événement :

o T, : «le manchot utilise le toboggan lors de son n-ieme passage. »

o P, : «le manchot utilise le plongeoir lors de son n-ieme passage. »
On considere alors la suite (u,),, définie par :
un = p(T5)
ou p (7)) est la probabilité de I’évenement T,,.

1 . Donner les valeurs des probabilités p (T1), p (P1) et des probabilités conditionnelles
pry (T2), pp, (T2).
1

b. Montrer que p (T3) = T

c. Recopier et compléter I’arbre suivant :

T,
/

[ ]

\ X

d. Démontrer que pour tout entier n > 1,u,1 =0, 1u, + 0, 2.

Tn+1

Tn+1

e. A Daide de la calculatrice, émettre une conjecture concernant la limite de la suite

2 On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n > 1 par :
2
Up =— Up — §

1
a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison 10 Préciser son premier

terme.

b. Exprimer v,, en fonction de n. En déduire I’expression de u,, en fonction de n.
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c. Calculer la limite de la suite (u,). Ce résultat permet-il de valider la conjecture émise

enl.e.?
B Exercice 13. Etude d’une fonction In et suite extraite *krky: @
(Source : ts-suites-13)

Partie A

On considere la fonction f définie sur R par :
1
f(z) = In (1 + ) .
x
1 Déterminer les limites de f(z) aux bornes de son domaine de définition.
2 Calculer f'(z) puis déterminer le sens de variation de f sur RY.
3 Dresser un tableau de variations complet de la fonction f.

Partie B

On considere la fonction g définie sur R par :
g(x) = f(z) - z.

1 Montrer que g est strictement décroissante sur R .

2
En déduire que I'équation o est I'unique solution de I'équation f(x) = x sur RY.

2 Montrer que I’équation g(z) = 0 admet une unique solution « sur [l ; 1}.

Partie C

U():l

On consideére la suite (u,) définie par : { U1 = f(up) , Vné€EN

On définit alors la suite (v,,) par :
Vn € N, Uy = Uop.
1 Calculer vy, v; puis vo. On donnera des valeurs approchées au millieme.
2 Montrer que pour tout entier naturel n, v,11 = f (f (u2,)).

3 Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

gvn—i—l <'Un < 1.

N | —

4 En déduire que (v,) converge.

5 En déduire que (u,) et (v,) ont la méme limite «, ot « est la valeur introduite dans la
partie B.
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Partie D

On considere 'algorithme suivant :

Entrées
1 a nombre réel
2 n nombre entier
s d nombre réel
Traitement
4 a prend la valeur 1
5 n prend la valeur 0
6 d prend la valeur 1
7 Tant que d > 107¢
8 d prend la valeur a
o a prend la valeur 1ln(1+1/a)
10 a prend la valeur 1ln(1+1/a)
11 n prend la valeur n+l
12 d prend la valeur d-a
13 Fin du Tant que
Sortie
14 Afficher a

1 Un éleve affirme qu’il y a une erreur car les lignes 9 et 10 sont identiques.
Expliquer en quoi cet éleve se trompe.

2 Que doit-on écrire pour ne pas répéter ces deux lignes ?

3 Implanter cet algorithme sur votre calculatrice puis donner une valeur approchée de « a
107 pres.

B Exercice 14. Etude générale des suites imbriquées *hkkxk @

(Source : ts-suites-14)

Dans cet exercice, par soucis de simplification des raisonnements, on admettra que toutes les
fractions sont définies.

On considere deux suites (u,) et (v,) définies par leur premiers termes ug et vy et par les
relations de récurrences suivantes :

Upi1 = QUy, + Po, , ,
Vn € N, { Vn1 = Mip + 110 , a, B, A\, pétant 4 réels non nuls.

On pose alors :

Ap = P1Uy + @10y
Vn € N,
" { bn = Poly + @2Uy,

1 Montrer I'équivalence suivante :

w—A
Pr= —""7%57
ap — B

(an) est constante < _a-p
B = 7041 ~ B
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2  a. Montrer I’équivalence suivante :

Q A
(b,) est géométrique < P2 _ P2 T AG

qa  Bpa+ g

b. En déduire que (b,) est géométrique équivaut a :

_ 2 _ )2 by
s tt) e

On suppose que (1 — a)? + 48\ > 0.

c. En déduire que :

=)+ 483 +a—p e r A ta—p
ps = 7 @ ou ps= 5

d. Montrer que si ps = qo, alors 8+ pu = a + A

q2.

3 En prenant a = 0,6, 5 = 0,3, A = 0,4 et p = 0,7, déterminer la valeur de py, q; et po
sachant que I'on pose ¢ = —3.

B Exercice 15. Suite définie par u,; = ku,(1 — u,) *hkvr @

(Source : ts-suites-15)

On sait tous qu’il y a des années a coccinelles et d’autres sans!
On se propose d’étudier I’évolution d’une population de coccinelles a I’aide d’un modele utilisant
la fonction numérique f définie par :

f(x) = kx(1 - ),

k étant un parametre réel qui dépend de I’environnement.

Dans le modele choisi, on admet que le nombre des coccinelles reste inférieur a un million.
L’effectif des coccinelles, exprimé en millions d’individus, est approché pour ’année n par un
nombre réel u, avec u, compris entre 0 et 1. Par exemple, si pour I'année zéro il y a 300000
coccinelles, on prendra uy = 0, 3.

On admet que I’évolution d’une année sur l'autre obéit a la relation u,1 = f(u,), f étant la
fonction définie ci-dessus.

Le but de Iexercice est d’étudier le comportement de la suite (u,) pour différentes valeurs de
la population initiale ug et du parametre k.

1 Justifier que si la suite (u,) définie précédemment converge vers «, alors a vérifie la
relation f(«o) = a.

2 Supposons ug = 0,4 et k = 1.

a. Btudier le sens de variation de la suite (u,,).
b. Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 0 < u, < 1.

La suite (u,,) est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?

o

d. Que peut-on dire de I’évolution a long terme de la population de coccinelles avec ces
hypotheses 7
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3 Supposons maintenant ug = 0,3 et k =1, 8.

a. Etudier les variations de la fonction f sur [0;1] et montrer que f (%) € [0 ; f}.

b. En utilisant éventuellement un raisonnement par récurrence,

o montrer que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < % ;
« ¢établir que, pour tout entier naturel n, u, 1 = u,.
c. La suite (u,) est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?

d. Que peut-on dire de I’évolution a long terme de la population de coccinelles avec ces

hypotheses ?
B Exercice 16. Suite («,,) de solution d’équations *kxkte @
(Source : ts-suites-16)
In (2?2 +1
1 Déterminer la limite en +o0o de la fonction ¢ : = +— g
x

2 Soit n un entier naturel non nul, n étant fixé pour cette question. On définit la fonction
fn sur [0; +oo[ par :

folz) =20 -2+ M
n
a. Déterminer la limite de f,, en 4o00.
b. Calculer la dérivée de f,, sur [0;+oo].
c. Dresser le tableau de variations de f,,.

d. En déduire que 'équation, d’inconnue z, f,(z) = 0 admet une unique solution «,,
dans [0; 4o0].

e. Justifier que 0 < o, < 1.

3 Prouver que pour tout entier naturel n non nul, In (a2 + 1) = 2n(1 — a,,).

En déduire que f,1(an) < 0.

4 Etude de la suite (a), cy--

a. A Taide de la calculatrice, proposer sans justification, des valeurs décimales appro-
chées a 1072 pres de oy, ay et aqg.

b. Démontrer que la suite («,) est croissante.
c. En déduire que la suite («,) est convergente.

d. Déterminer la limite de la suite (ay,).

B Exercice 17. La puce (probabilités et suites) *hk ki @

(Source : ts-suites-17) Corrigé page 102

On étudie le mouvement aléatoire d’une puce. Cette puce se déplace sur trois cases notées A,
B et C. Soit n un entier naturel. A I'instant initial n = 0, la puce se trouve en A.

o Si a l'instant n la puce est en A, alors a Uinstant (n + 1), elle est soit en B avec une

1
probabilité égale a 27 soit en C avec une probabilité égale a 3
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« Sia linstant n la puce est en B, alors a Uinstant (n + 1), elle est soit en A, soit en C de
facon équiprobable.

e Sia l'instant n la puce est en C, alors elle y reste.

On désigne par A,, (resp. B, et C,,) I"événement :

« A T'instant n, la puce est en A (resp. B et C). »

On pose a, = P (A,), b, = P (By), et ¢, =P (C,).

On a donc ag =1, bg =g = 0.

Pour traiter cet exercice, on pourra s’aider d’arbres pondérés.

1 Etude du mouvement pour 1 < n < 3.

a. Donner ay , by et ¢;. Calculer a; + by + ¢;.

b. A linstant n = 2, dans quelles cases la puce peut-elle se trouver ? Déterminer as, by
et co.

c. A Dinstant n = 3, dans quelles cases la puce peut-elle se trouver ? En déduire as.

Calculer b3 et vérifier que c3 = 8

2 Etude du cas général.

a. Conjecturer les cases sur lesquelles la puce peut se trouver a l'instant n lorsque
I'entier n est pair (n = 2k avec k € N), et les cases sur lesquelles elle peut se trouver
si Uentier n est impair (n = 2k + 1 avec k € N).
En déduire (sans autre justification) la valeur de agy1.
b. Démontrer que :
1

b2k+1 =5 a2

3

1
a2k+2:§b2k+1

1
c. Démontrer que pour tout entier naturel k, as, = o

3 a. Déterminer le plus petit entier naturel N tel que :

VvneN, n>N=a, <107°.

b. Montrer que la suite (a,) est convergente et préciser sa limite.

W Exercice 18. Equation e* = % *hKhtcte @

(Source : ts-suites-18) Corrigé page 103

Le but de I'exercice est de démontrer que 1’équation :
(E) : e’ =

admet une unique solution dans I’ensemble R des nombres réels.
On pose pour tout réel x :

flz)=x—e".
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1 Démontrer que x est solution de (F) si et seulement si f(z) = 0.
2 Etude du signe de f.

a. Etudier le sens de variations de la fonction f sur R.

b. En déduire que 'équation (F) possede une unique solution sur R, notée .
1
c. Démontrer que « appartient a l'intervalle {2 ; 1}

d. Etudier le signe de f sur l'intervalle [0; /.

On pose pour tout réel x de I'intervalle [0;1] :

() 1+z
r) = )
g 1+4+e”

3 Démontrer que I'équation f(z) = 0 est équivalente a 1'équation g(z) = .
4 En déduire que « est 'unique réel vérifiant : g(a) = a.

5 Calculer ¢'(z) et en déduire que la fonction g est croissante sur l'intervalle [0; a.

On considere la suite (u,) définie par :

Uy = 0
Upt1 = g(u,) VYn eN

6 Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : 0 < u,, < upy1 < .
7 En déduire que la suite (u,,) est convergente. On note ¢ sa limite.
8 Justifier I'égalité : g(¢) = ¢. En déduire la valeur de /.

9 A Tl'aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de u, arrondie a la sixieme
décimale.

B Exercice 19. Suite de points, suites imbriquées *h ks @

(Source : ts-suites-19) Corrigé page 105

On se donne deux points distincts Ay et By.
Soit A le milieu du segment [A(By] et By celui de [AgA;].
De fagon générale, pour tout entier naturel n, on désigne par :

A, 11 le milieu du segment [A,,B,] et B,.; le milieu du segment [A, A, 1]

On munit la droite (AgBy) du repere (Ag ; 7) avec 7 = AgBy.
On note a, et b, les abscisses respectives des points A, et B,, dans le repere(Ay ; 7)
On a donc ag =0 et by = 1.

1 Construire une droite (AgBy) en prenant AgBy = 10 cm.
Sur cette droite, placer les points A; et By, puis les points A, et Bs.

Calculer les valeurs de aq, by, as et bs.
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2 Exprimer a,.1 et b, en fonction de a,, et b,.
3 Démontrer que la suite (u,) définie par :
Uy = A, — by,
est géométrique.
4 Démontrer que la suite (v,) définie par :
v, = 3a, + 2b,
est constante.

5 Les suites (a,) et (b,) sont-elles convergentes ?

Que peut-on en déduire pour les points A,, et B,, lorsque n tend vers +oo ?

B Exercice 20. Méthode de Newton xkkkk ©

(Source : ts-suites-20)
On considere la fonction f définie sur RY par :
flz)=e" =&
dont la courbe représentative dans un repere orthonormé (O; 7, 7 )est nommée €.
1 Montrer que f est strictement décroissante sur R .
2 Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur ]0;1[. On la notera a.

3 Montrer que 1'équation réduite de la tangente (7j) & € au point d’abscisse z = 1 est :

<2—|—e+1> +4—e
= — T .
y 2e 2e

On considere la suite (), définie par 2o = 1 et en considérant que pour tout entier naturel
n, T,.1 est Uabscisse du point d’intersection de la tangente (7),) & € au point d’abscisse x,, et
de 'axe des abscisses.

Ainsi, 1 est 'abscisse du point d’intersection de (7p) et de ’axe des abscisses.

4—e
2+4e

4 Montrer que x; =

5 a. Montrer que sur R*, f'(z) # 0.

b. Montrer que pour tout entier naturel n :

mn—&-l:xn_f,(x )
n
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6 On considere l'algorithme suivant :

Algorithme 1

Entrées
x est un réel
i est un entier
Traitement
x prend la valeur 1
Pour i allant de 1 a 4 allant de x a p

rend la valeur x-(exp(-x)-+/z)/(-exp(-x)-1/(2\/z))

Fin du Pour

Sortie
Afficher x

a. Recopier et compléter le tableau suivant (on donnera les valeurs approchées avec
toutes les décimales affichées par la calculatrice) :

i 0 1 2 3 4 5
X 1

b. A quoi correspond la valeur affichée par cet algorithme ?

c. D’apres le tableau de valeurs trouvé a la question (a), émettre une conjecture quant

a la limite de la suite (2,),,5,-

7 On admet que, pour tout entier naturel n, € est toujours au-dessus de (T5,).

Expliquer les raisons pour lesquelles, pour tout entier naturel n > 1, z,, < a.

8 Montrer que la suite (7,),, est croissante.

En déduire qu’elle converge vers .

B Exercice 21. L’escargot de Gardner *hxxk @
(Source : ts-suites-21)

Léo l'escargot avance a la vitesse de 1 m/h sur un élastique de 100 metres qui peut s’allonger
a I'infini.

Au début de chaque heure, on allonge I'élastique de 100 metres de fagon homogene, ce qui
signifie qu’au début de la 1™ heure écoulée, I’'escargot se trouvait a 1 metre du point de départ
avant ’allongement de 1’élastique et se retrouve a 2 metres du point de départ apres car pour
passer de 100 m a 200 m, on a multiplié par 2.

Au bout de la 2°¢ heure, Léo avance de 1 metre et apres allongement, il se trouve a 4,50 metres.
On note u, la distance (en metre) parcourue par Léo au bout de n heures avant I’allongement
de I'élastique. Ainsi, ug =0, u; = 1 et uy = 3.

1 a. Expliquer la valeur de uo.

b. Calculer us.

2 Montrer que pour tout entier naturel n non nul, u,,; = (1 + ) Uy + 1.
n
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On note p,, le pourcentage représentant ’avancement de Léo par rapport a la longueur
de I'élastique (avant allongement) a I’étape n. Ainsi, py =1 et py = 1, 5.
1 1

Mont =14+-4+-.
ontrer que ps +2+3

1
Montrer par récurrence que p, = 1+ 3 + 3 + -+ -+ — pour tout entier naturel n non nul.
n

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, pon > 1+ 5
En déduire la limite de la suite (p,,).

Que peut-on alors conclure quant a Léo? N’y a-t-il pas alors un paradoxe ?
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1.

1 Ona:

Upy1 — Uy = Uy + 20+ 3 — Uy,
=2n+3
=0

Ainsi, la suite (u,) est croissante.

2 . Posons P(n) la propriété : u, > n.

 Initialisation.
up =1 > 0 donc P(0) est vraie.

- Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k positif, P(k) est vraie (H.R.). Montrons
alors que P(k + 1) l'est aussi, c’est-a-dire que uy,; > (k +1)2

U1 = up + 2k + 3
>k +2k+3 (HR.)
> k24 2k +1+42
> (k+1)* +2
> (k+ 1)

L’hérédité est alors vérifiée.

« Conclusion.
Quel que soit l'entier naturel &k, P(k) = P(k + 1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout
entier naturel n.

b. D’apres le théoréme de comparaison des suites et d’apres la question précédente, on
a:

lim u, > lim n?
n—-+o0o n—-+oo

Or, lim n? = +o00; donc
n—-+o00

lim u, = +o0
n—-+oo
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3 Calculons les premiers termes de la suite (uy,) :

ug =1

U =u+2x0+3=4
Uy =U; +2%Xx1+3=9
Uz =us +2x24+3=16
Us=uUs+2x3+3=25

On peut alors conjecturer que u,, = (n + 1)%. Montrons cela par récurrence.

o Initialisation.
Faites précédemment.

o Hérédité.
On suppose que pour un entier naturel k, u, = (k + 1)? (qui constitue la propriété
P(k)). Montrons que uy1 = (k + 2)%

Uk+1 :uk+2k+3
=(k+1)*+2k+3
=k + 4k + 4
= (k+2)?
L’hérédité est alors vérifiée.
« Conclusion.
Quel que soit l'entier naturel k, P(k) = P(k + 1).

Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier
naturel n.

B Corrigé de I'exercice 2.

1 Calculons :

1 1 1
Uo = Ua =
U = 2 2 —uy 5 2 — us
2—U0 1 1
1 Uz = 1 Uz = 2
_ 2 3
U2—§ u3—Z
n

2 Posons P(n) la propriété : u, = ——.
(n) la prop —

o Initialisation.
Faite dans la question 1.

« Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k, P(k) est vraie (H.R.). Montrons alors que
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n—+1

P(k 4+ 1) I'est aussi, c’est-a-dire que up 1 = ——.
( ) et =

Uk+1 =

L’hérédité est alors vérifiée.

« Conclusion.
Quel que soit l'entier naturel k, P(k) = P(k+ 1).
Ainsi, d’apreés le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier
naturel n.

B Corrigé de I'exercice 3.

1 Ona:

Donc f est strictement croissante sur [0;2].
On en déduit alors :

Alinsi,
re[l;2]= f(x)e[l;2].

2 Soit P(n) la propriété : u, € [1;2]. Démontrons qu’elle est vraie pour tout entier naturel
n par récurrence.

o Initialisation.
u=1€[1;2].
o Hérédité.
Supposons que P(k) soit vraie, ou k est un entier naturel. Montrons alors que P(k+1)
I’est aussi.
D’apres la question précédente, on a :

up € [152] = f (ux) € [1;2].
Or, f (ug) = ugy1 donc P(k + 1) est vraie.
L’hérédité est alors vérifiée.

e Conclusion.

On vient de montrer que P(0) est vraie et que pour un certain entier naturel k,
P(k) = Pk + 1).

Ainsi, d’apres le principe de récurrence, P(n) est vrai pour tout entier naturel n.
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De plus, f est croissante sur [1;2] donc f (u,) > u,, c'est-a-dire : up11 > Uy,.

3 De la question précédente, on peut conclure que la suite (u,) est croissante et bornée,
donc majorée.
Or, toute suite croissante et majorée converge.
Donc (u,,) est convergente.

Posons alors ¢ = 1_15{1 un. Nous savons que u,, € [1;2] pour tout entier naturel n, donc
n o

¢ €[1;2] On a alors :
Uns1 = f (un) ~ nl_lﬁloo Up41 = n1—1>I-|{loof (un)
& 0= f(f) car f est continue
o 21
U+
SP+0=20+1

SR —0—-1=0.

Le discriminant du polynéme ¢? — ¢ — 1 est A = 5 donc il posséde deux racines :

_1-+5 1++/5 1++/5

(= 9 <0etly= 5 E[l;Q].AiHSi,EZ 7 .

B Corrigé de I'exercice 4.

1 Posons ¢/ = lim wu,. On en déduit alors :
n—-+oo

un—|—6:>€:€+76

Up + 2 (42
= ((L+2)=(+6
=0P4+22U—-1—-6=0

=0 +(—-6=0.

Up4+1 =

Ainsi, ¢ est bien une racine du polynéme P.

c
2 1x1 = 2 est une racine évidente de P; de plus, 129 = — = —6, donc 9 = —3. Les deux
a

racines de P donc sont o = 2 et § = —3.

n— 2
3 Onavn:u 3.Alors:

n

Up+1 =

un+6—2un—4x Uy + 2
Uy + 2 U, +6 + 3u, +6
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UO—Q_

Ainsi, la suite (v,) est une suite géométrique de premier terme vy = T3 —i et de
U
, 1
raison ¢ = ——.
1=

4 La suite (v,) converge vers « 0 » comme suite géométrique de raison strictement comprise
entre —1 et 1. Ainsi :

LUy — 2 .
lim — =0= lim (u,—2)=0
n—+oo q4,, + 3 n—-—+00
= lim wu, =2
n—-+o0o
B Corrigé de I'exercice 5.
1 1
1 Up41 — Up = 1 1
Un+1 — 35  Un — 3
B 1 1
T dup—1 1 1
dur, 2 Un T3
1 1
T Zup—1 _ 2un 1
du, du, Un T3
1 1
— 2up—1 1
4un Un, 2
Ay, 1
C2u,—1  wu, — %
2u, 1
- 1 1
2 (un — %)
- 1
Up — 3
=2
. o : 1 2 :
La suite (v,,) est donc arithmétique de premier terme vy = — 1= et de raison r = 2.
Ug — =<

2

2 D’apres ce qui précede, lirf v, = +oo car r > 0 d’ou :
n——+0oo

ce qui signifie que :

D’ou :
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B Corrigé de I'exercice 6.

1

2

On trouve :
e u=—05 . ug = 14, 171875
* w=0,75 e u; — 18,0859375
. ug—3,375
s — 66875 . ug = 22, 04296875
o us = 10,34375 . uy = 26,021484375

On peut alors conjecturer que (u,) est strictement croissante a partir de n = 1

a. Upp1 = Upp1 —4(n+1)+10

1
ziun+2n—1—4n—4+10
L 2n+5
= —u, —2n
2
1
zi(un—éln—{—lO)
1
— ",

1
On déduit alors que (v,,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme
U0:U0_4X0+10:11.

1
b. On a alors : v, = 11 x on et donc :

11
un:vn+4n—1022—n+4n—10.

no11
c. S, Z<2n+4n—10>

k=0
n 1 n n
:11Z?+42k—1021
k=0 k=0 k=0
R 1
:11<12+1>+4xn(n;)—10(n+1)

W Corrigé de I'exercice 7. Posons P(n) la propriété :

nn+1)2n+1)
6

(P) : P4+224+3+--+(n—1+n*=

1 Initialisation.

51:12:16t1><(1+1)(2><1+1):g:1'

6
Donc P(1) est vraie.
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2 Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k, la propriété P(k) est vraie (hypothese de récur-
rence). Montrons alors que P(k + 1) I'est aussi, c¢’est-a-dire que :

o (k+1)(k +2)(2k +3)

P+22+- 4+ + (k+1) c

Par hypothese de récurrence, on a :

P42+ 4+ K+ (k+ 1) =S, + (k+ 1)
k(k+1)(2k+1)

— 1)2
5 +(k+1)

=(k+1) ll‘%m+(k+1)]

k(2k+1)+6(k+1
B EEEELES)
_ (k+1)(2k* + Tk 4 6)
B 6
« ki = —2 » est une racine évidente du polynéme 2k? + 7k + 6 donc la seconde racine ks
est telle que k1 k - donc k ——lxg——§
que KiRo = 7 nc Ky = 5 %57 Ty

Donc 2% + Tk + 6 = 2 (k +2) (k+ 3) = (k +2)(2k + 3).

Finalement, on a :

(k4 1)(k+2)(2k + 3)

P+2%+ -+ B+ (k+1)° = c

L’hérédité est donc vérifiée.

3 Conclusion.
Quel que soit 'entier naturel k£ > 1, P(k) = P(k + 1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier n > 1.

B Corrigé de I'exercice 8.

L Un1 = Upp1 + Q(Tl + 1)
= A\u, + P(n) + Q(n+1)

=\ (un + }\P(n) + iQ(n + 1)) :

Ainsi,

(v,) est une suite géométrique < u,, + iP(n) + i\Q(n +1)=v,
& {P(n) + 1Q(n +1) = Qn)
< P(n) =AQ(n) — Q(n+1).
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2 Posons Q(n) = an + (.
D’apres la question précédente, pour tout entier nature n,

P(n) =2Q(n) = Q(n +1)
San+b= an+\g—an—a—f
& (a+a—-Idan+b+a+p-A3=0

¢>{a+M1—M:O

b+a+p(1—-X)=0
De la 1*¢ équation, on déduit :

a
o =
A—1
et de la 2° équation, on tire :
1 a
= b :
P51 0 rs)
Ainsi,
a b a
RAD R v LU v s w1
3 Nous savons que (v,) est une suite géométrique de raison \. Ainsi, v, = voA” pour tout
entier naturel n. ;
Or, vg = ug + Q(0) = ug + )\_1—|— (Ajl)Q’ donc :
b a
VneN, v, = A"
neN v <u0+)\_1+()\_1)2>
De plus, v, = u, + Q(n), donc u,, = v, — Q(n). Ainsi,
b a a b a
vneN, u, = At — — — :
mem GW+A—1+(A—UJ A1 a—1 (A—1p
4 Application : u,11 = 2u, —3n+ 7 donc A = 2, a = =3 et b = 7. D’apres la question

précédente, on a :

L
—1

—3
2-1

-3
2-1)2

VnEN,un—<5+2 )2>><2”—2

VneN, u, =9 x2"+3n—4.

soit :

Vérifions sur les premiers termes :

n Avec la formule de récurrence Avec la formule trouvée

0 ug = H par définition U =9x204+3x0-4=9-4=5
1 U =2uy—3x0+7=104+7=17 up =9x2'4+3x1—-4=1843—-4=17
2 ug=2u —3x1+7=34—-3+7=38 |us=9x22+3%x2-4=36+6—4=38
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B Corrigé de I'exercice 9.

1 Pour que (v,) soit géométrique de raison g, il faut que, pour tout entier naturel n :

Un+1 = qUn
1 2
& 5“"_§+’\:q(u”+)‘)
1 4
& 2(un—3+2>\) =q(u, + A).

1 4 4
Ainsi, il faut que g = 3 et que —3 42X = A, soit A = 3

1
2 (v,) est une suite géométrique de raison ¢ = o donc elle converge vers 0 (car sa raison

est strictement comprise entre 0 et 1).

4 4
Ainsi, lim (un + 3> = 0, ce qui signifie que | lim u, = —3|

n—-+00 n—-+o0o

B Corrigé de I'exercice 10. Pour tout entier naturel n, on a :

—1 < cos(n) <1

Ainsi, on a :
n—1<n+cos(n)<n+1
—1 1
o 1 n—l—czs(n) < n%;
n n n
De plus,
n—1 n 1
lim = lim —= lim — =0
n—+oo n—+oo n, n—+oo N,
De méme,
n+1
lim + =0
n—+0o00 n2

B Corrigé de I'exercice 11.

L app1 = tpp1 +0nn
=0, 6u,, + 0, 3v, + 0, 4u, + 0, Tv,
= Up + Uy
=a,
Ainsi, (a,) est constante.

Or, ag = ug + vg = 3 + 5= 1 donc a,, = 1 pour tout entier naturel n.
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2 bn+1 = 4un—‘,—l - 3vn+1
= 4(0, 6u,, + 0, 3v,) — 3(0, 4u,, + 0, 7v,)
= 2,4u, +1,2v, — 1,2u, — 2, 1v,

=1,2u, — 0,9,
= 0,3 (4u, — 3v,)
=0, 3b,

Ainsi, (b,) est une suite arithmétique de raison ¢ = 0,3 et de premier terme :

bo = 4U0 - 3’00
=4x0,5-3x%0,5
by = 0, 5.

3 D’apres la question précédente, on peut écrire :

1

De plus, on a :

Ay, = Up + Uy, o 3a, = 3u, + 3v,
b, = 4u,, — 3v,, b, = 4u,, — 3v,
- b, = 4u,, — 3v,
3a, +b, = Tu,

30n = 4 (24, + 1b,) — by
Uy = %an + %bn
Up = 20y — 70y

Up = ?an + ?bn

T
—_———— ——

4 lim (0,3)"=0car0<0,3<1.

n—+oo
Ainsi, liI—Pm(un) =

n—

B Corrigé de I'exercice 12.

1 a. T) et Py étant équiprobables, p (T1) = p (P) = 0,5.
D’apres 1’énoncé la probabilité de prendre le toboggan apres avoir pris le plongeoir
est égale a pp, (T5) =1—-0,8=0,2.
Toujours d’apres 1'énoncé pr, (Tz) = 0, 3.
b. D’apres le principe des probabilités totales :

1
p(T) =p(TiNTy) +p(PINT) =0,5%0,3+0,5x0,2=0,15+0,1=0,25= _.
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c. Recopier et compléter I’arbre suivant :

| (y Tt

0,8 Poii

d. Toujours d’apres le principe des probabilités totales :

Up+1 =P (Tn+1>
=p (TN Th1) +p (PN 1)
=u, X 0,34+ (1 —u,) x0,2
=0,3u, +0,2—-0,2u,
=0,1u, +0,2.

e. La calculatrice donne u; = 0,5; us = 0,25; ug = 0,225; ug = 0,225 ; us = 0,2225.
Il semble que u,, ait pour limite 0,222 .. ..

Comme un:vn+§, on a U, =

2
2 a. Up+1 = Up+1 — §
2
:0,1un—|—0,2—§
1 +1 2
= —U _— —
10" 5 9
1 1
T 5
o (5)
= — U/TL —_ =
10 9
1
= —U,.
10
La suite (v,) est donc géométrique de raison E; son premier terme est
2 1 2 5
M=U——==—==—.
T 9T 2 9 18
1 n—1 5 1 n—1
b. it = — =—|—= .
On salt que v, Ul(l()) 18 (10)
2 2 N 5 < 1 )”—1
9 18 \10

1 1\" ! 2
c. Comme 0 < 0 <1, lim (10> =0, donc lim wu, = 3

0 n—-+00 n—+o0

2
Or 9= 0,222... ce qui valide la conjecture faite a la question 1. e.
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B Corrigé de I'exercice 13.

1

Partie A

lim (1) =0 donc lim In <1+1> =1Inl=0.
T

r—+00 \ r—r+00

1
lim () = 400 donc liir(l) f(z) = +oc.

W20 N
1
5 ~1
’ z2
T) = =
1

On sait que sur R*, 1+ — > 0 donc f'(z) < 0.
x

Ainsi, f est strictement décroissante sur |—oo; —1[ et sur |0 ; +oo].

On a le tableau suivant :

Partie B

g'(z) = f'(z) -1
—1
- 1
24z
—1-22—-z
z(z+1)
> +x+1
z(x+1)
Or, le discriminant de 22+ + 1 étant A = —3 < 0, ce polyndme est toujours strictement
positif.
De plus, z(x 4+ 1) > 0 sur R’ ; donc ¢'(x) < 0 sur R.
g est donc strictement décroissante sur RY.
g est strictement décroissante et continue sur [% ; 1}.
De plus, ¢ (%) =In3— % ~ 0,6 et g(l) =In2—1= —0,3. Donc 0 est une valeur intermé-
diaire entre ¢ (%) et g(1). D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il

existe alors une unique valeur « sur [% ; 1} telle que g(a) = 0.

g(x) =0<= f(z) —2z =0<= f(z) =z. 1

Ainsi, « est aussi 'unique solution de I’équation f(x) = x sur [5 ; 1}.
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Partie C

1 vy=up=1.
o =up = f(u) = f(fluo)) = f(F(1)) = f(In2) = In (1 + ln12) ~ 0,893.
vs =y = f(ug) = F(f(us)) ~ f(f(0,803)) ~ £(0,751) ~ 0, 846.

2 Upyp1 = U(nt1)
= U2n+2
=unt2 , N =2n
= f(un+1)
= [(f(un))
Un1 = f(f(uzn))

3 On pose (£,) la propriété : « % S Upg1 v, <1y,

e Initialisation.
D’apres la question 1, % <wv <y <1
Par conséquent, (Z2,,) est vraie pour n = 0.

e Hérédité.
On suppose que (Z,,) est vraie pour un n fixé. Montrons que (£, 1) 'est aussi.

! SUpt1 S U, <1

2
<:>;<U2n+2<102n<1
— f (;) > f(uonyo) = f(uen) < f(1) car f est décroissante
= 1 (£(5)) 7 Fluznia)) < F (Flua)) < FHD)

N P
~— DO | =

Or, vpi1 = f(f(u2n)) et donc vyq141 = f(f(u2(n+1)))a s0it vpyo = f(f(u2n42))-

= (s (;)) <Vt < v < F(F(1)

Or, f(3) =m3donc f (f(3)) =In(1+ ) ~0,65> 1.

De plus, f(1) =In2 donc f(f(1)) =In(1+ 25) ~ 0,89 < 1.

In2

1
<:>§<Un+2<vn+1<1
L’hérédité est alors vérifie.
Ainsi, (£2,,) est vraie pour tout entier naturel n.

4 De la question précédente,n on déduit que (v,) est décroissante (v,41 < v,,) et minorée.
Or, toute suite décroissante et minorée converge.
Dong, (v,) converge.

95



5 v, = ug, ainsi, lim v, = lim wus, = lim w,.
n—+00 n—+00 n——+o00
Notons ¢ cette limite. Alors, ¢ > 0 d’apres la question 3 de cette partie.
Or, up41 = f(uy,) donc :

n1—1>r4r—100 U1 = n1—1>1—4{loo f(un)

<— lim u = lim w car f est continue
n—-+oo n+1 f<n~>+oo n f

— 0= f(0)

Or, nous avons montré que I'équation f(x) = x admettait une unique solution sur R :
a.
Ainsi, / = a.

La suite (v,,) converge donc vers a.

Partie D

1 La boucle « Tant que » a pour but de calculer les termes de la suite (v,); en prenant 1
terme sur 2 de la suite (u,), on obtient ceux de (v,).

En ayant un terme v, = uy,, pour obtenir v,,;, on doit calculer f(v,) (ligne 9) puis
f(f(vn)) (ligne 10), d’ou les lignes 9 et 10 identiques.

2 On peut remplacer ces deux lignes par :

a prend la valeur 1n(1+1/1n(1+1/a))

B Corrigé de I'exercice 14.

1 Qp+1 = P1 (aun + 5%1) + Q1<)‘un + /“}n)

= (ap1 + Aq1)un + (Bpr + pgi)vn -
Pour que (a,) soit constante, il faut que a, 1 = a,, soit :

ap1+)\Q1:1 X
& (Ly) — (Le) — BN = — \
{5p1+uq1=1 X\ (L1) = (L2) : (ap— BA)p1 =p

_ kA
< pl_oz,u—ﬁ)\

De méme,

{%ﬁi;g;i ig & (L1) = (L) : (ap— BN =a—f3

2 a. by = (ap2 + Ag)u, + (Bp2 + 1g2)vy,

_apr+ g ( p2(Bp2 + 11g2) )
= 2172 | pyu, + I TER,
D2 apz + Aga
Pour que (b,) soit géométrique, il faut que :

+ apy + A
p2(Bp2 MQ2):q o b2 ap2 42

aps + Mg ? @ (Bp2+ pg)
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aps + A\
p, P2 A2 AR Bp3 + 11page = apaqs + MG
g (Bp2+ pg2)

& Bps+ (1 — @)page — Ag; =0

I — A
= pg—f—Tm@h—qu:O

2 2
H—a o (hoa) 5 A
< <p2+ 23 Q2> ( % ) 5 ﬁqz 0
2
pU— (n— a)* + 48X
< <p2—|- 23 CI2> = 4532 %

c. De I’égalité précédente, on déduit :

\/(u — )2+ 46\

pr+ | = g2l
2p 2|8
On en déduit :
P2 + r aC]2 = \/(M — o) + 462 |ga|
2p 2|8
ou
p—a  /(p—a)?+4p8
—P2 — 23 a2 = 215 |G|
Soit :
V(= a)? + 48 a—p
P2 = 23] |g2| + WCIQ
ou
V(i — )2 + 482 o —
P2 = — 23] |g2| + qu.
On en déduit alors :
\/(,u—a)2+45)\+oz—,u —\/(u—a)2+4ﬁ)\+a—u
P2 = % G2 Ou P2 = 28 qz.

d. Si py = g9, alors :

bn+1 = P2(Unt1 + Vng1)
= po((a + Nuy, + (8 + p)vy)
B+ p
a+ )

= pa(a+ ) (u +

—_::’I;,soitﬁ%—,u:ajL)\.

3 Onprend a=0,6,5=0,3, A=0,4, u=0,7 et gg = —3.
On trouve facilement p; = ¢; = 1.
D’apres la formule trouvée a la question 2.(c), on trouve deux valeurs possibles pour ps :
—3 ou 4.
Or, la question 2.(d) nous dit que si ga = po, alors on doit avoir f+ pu = a+ A, ce qui n’est
pas le cas ici.

Pour que (b,)soit géométrique, il faut donc que
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Donc py = 4.
Finalement, on a :

Un+1 = 0, 6u, + 0, 3v,
vneN, { Upa1 = 0,4u, + 0, Tv,
et
Qp = Up + Uy
vneN, { b, = 4u,, — 3v,
B Corrigé de I'exercice 15.
1 Notons lim u, = a.
n—-+0o00
Alors,
Up+1 = f(un) = n1—1>I-Poo Un+1 = nl_lf_ir_loo f(un)

Or, f est continue donc 1_1)111 flu,) = f< lim un) = f(a).

n—-+00
Ainsi,

a = f(o)

2 Upiy = up(l —uy), up =0,4.

_ 2
A Upt1 — Up = Uy — Uy — Up,

_ 2
= —u,

< 0 car un carré est toujours positif ou nul.
Ainsi, pour tout entier naturel n, u,1 < u,; la suite (u,) est donc décroissante.

b. e« Initialisation.

ug = 0,4 donc 0 < up < 1.
o Hérédité.
On suppose que pour un entier n donné, 0 < u,, < 1.
Unt1 = Up(1 — uy,); de plus, par hypothese de récurrence, 0 < u, < 1 et donc
0<1l—u, <1
Par produit, 0 < u,(1 — u,) < 1. Donc 0 < u,yq < 1.
L’hérédité est alors vérifiée : u, = upiq.
Par conséquent, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1.

c. La suite (u,)étant décroissante et minorée, elle converge. Sa limite o vérifie :

a=a(l —a)
Sa=a—a’
& 0=—a
S a=0

Ainsi, lim wu, = 0.
n—-+00

d. Avec de telles hypotheses, la population de coccinelles tend a disparaitre.
3 upy = 1,8u,(1 —uy), up =0, 3.
a. f(zr)=1,82(1 — ) =1,8(x — 2?) donc f'(z) =1,8(1 — 2x).
Donc f'(z) >0 1—-22>0
122
S RS 1
2
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1 1
De plus, f <2> =1,8%x0,5x1,5=0,45 € [0;2}
D’ou le tableau suivant :

z 0 : 1
f'(x) + 0 -
f g0

b. o Initialisation.
uy=0,3 et u; = f(0,3) =1,8x0,3x0,7=0,378.

Donc 0 < ug < uq <
o Hérédité.

Supposons que pour un entier n donné, 0 < u, < Upp1 <

N | —

N —

1
La fonction f étant croissante sur {O; 2],

L’hérédité est alors vérifiée.

DN | —

Ainsi, la propriété est vraie pour tout entier naturel n : 0 < u,, < up1 <
c. De la question précédente, on déduit que (u,)est croissante (u,41 = u,) et majorée

(par =) donc elle converge.

Sa limite « vérifie :

e
1,8 “
1
sa=1-—
@ 1,8
o
a=-
9

Ainsi, lim w, ~ 0,444 444 444.

n—-+00

d. On conclut de la question précédente qu’a long terme, la population de coccinelles se
rapprochera de 4444 444.
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B Corrigé de I'exercice 16.

1 On peut écrire :

p(r) = -
In (2?) +In (1 + %)
N x
1 1
:2M—|—ln<1+)
x x x
Or,
1
S (cours)
r—+o00
1 1
e lim —=0donc lim 1n<1—|—) =Inl=0.
T—+o00 xIH‘OO 1 X
Par produit, lim —In (1 + ) = 0.
T—>+00 I x
Finalement,
A, o) =0
2 a. Nous avons, pour n fixé :
o lim (22 —2) = 4o00;
T—r+00
In (22 +1
e lim In (;1:2 + 1) = 400 donc  lim @ +1) = 400 (car n > 0).
T——+00 T—r+00 n

Ainsi, par somme,

lim f,(z) = +oc.

T—r—+00
P 2 . . 2x
b. La dérivée de x + In (2* + 1) (fonction de la forme Inu) est la fonction = +— o
T
u/
)
Ainsi,
2z
") =2+ — .
fn(®) * n(x? +1)
c. De la question précédente, on peut déduire que pour tout entier naturel n,
fr(z) > 0.
D’ot le tableau de variations suivant :
v 10 oo Do g MO
R e
d. La fonction f,, est continue et strictement croissante sur [0; +o0].
De plus, « 0 » est une valeur intermédiaire entre f,,(0) = —2 et 1_1&1 fulz).
T [e.e]

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires (théoreme de la
bijection), I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution, que ’on notera «,, (pour
renforcer le fait que cette valeur dépend du nombre n), sur [0; +ool.
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In(124+1) In2

e. fu(l)=2x1-2+ > 0. Donc « 0 » est une valeur intermédiaire

n
entre f,,(0) et f,(1).
Ainsi, a,, €105 1]
D’apres la question précédente,
fn(an) =0
In(a? +1
& 2a, — 2+ M -0
n
In(a? +1
PN M =2 2a,

n

& ln<ai—|—1) =2n(l—a,).

Nous avons :

In(a? +1)
n+1
2n (1 — ay)
n+1
2n (1 — ay,)
n+1

2n

n—i—l}

—2n—242n
n+1 >

for1 (o) =20, — 24
=20, — 2+ (d’apres la question précédente)

=21 —a,) +

—(1—an) |2+

_(1—%)(
—2(1 — ay)
n+1
Or,0< o, <1donc1-—a, >0.
—2(1 — )

< 0.
n+1

De plus, n > 0 donc

Ainsi, fn11(ay) < 0.

a. A laide de la calculatrice, on trouve :
ap ~ 0,77 : ay ~ 0,92 : aqg =~ 0,97.

b. La fonction f, ;1 est strictement croissante sur |0; 1].
De plus, fui1(a,) < 0 donc I'image de «, par f,,1 est négative, ce qui signifie que la
solution a I’équation f,41(z) = 0 est supérieure & a,.

Ainsi, ay, 41 > ay,. La suite (oy,)est donc croissante.

c. On sait que 0 < o, < 1 donc la suite (a,,) est majorée. De plus, elle est croissante.
Or, toute suite croissante et majorée converge.
Donc (a,) converge.

In(z2+1
d. lim f,(x)=2x—2car lim @ +1)

=0.
n—-+00 n——+0oo n
Or, a,, représente la solution unique a I’équation f,(z) = 0. Donc, si 'on pose ¢ =

lim «,, alors
n——+oo

lim f.(x)=0=z="(

n—-4o0o
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Or,

done
soit

Ainsi, lim «, = 1.
n—-+00

B Corrigé de I'exercice 17.

1 Faisons un bel arbre de probabilités pour nous aider :

1/BS
3
Y N
2 3
1/B1<l
3 N0, —1—C
A0<2 2 3
3

NC —1—Cy—1—Cy
1 s 1es ,
a. ap =P(A))=0;b = 3 et ¢ = 3 d’apres I’énoncé.
a1+bi+c; = 1, ce qui est normal car la somme des probabilités d’événements formant
une partition de 'univers est toujours égale a 1.

b. A Dinstant n = 2, la puce peut se trouver en A ou C car a linstant n = 1, elle se
trouve en B ou C uniquement.

On a :

1 1 1
.GQZPBI(AQ)XP(Bl):gxizf
'bgzo.

k2 i 12,1 5
T3 2737376 6
c. Pour n = 3, la puce se trouve en B ou C.
oa3:0.
1 1 1
o b3=—-X—-=—.
T376 18
2,1 117
737679 18

2 a. On s’inspire de ce qui a été fait pour conjecturer que asp.1 = 0. En effet, pour les
rangs impairs, la puce ne peut pas étre en A car pour les rangs pairs, elle se trouve
en A ou C.
1

b. bopy1 = Pay, (sz+1) x P (Azk) = ga%-

1
aogkt2 = Py, (Aoi2) X P (Baigr) = §b2k+1-

c. De la question précédente, on déduit :



Donc :

1
A2 = éaz(kq)

1

62
1

G

=5 A2(k—2)

A2(k—3)

1

6k
1
1
6k

—7 A2(k—k)

Aop, = car ag = 1.

1 —6
:@ < 10
1 —6
1
:>/<:ln6 < —6In10
—61n10
=k> —
—In6
:k>8
n>4

Le plus petlt entier n tel que a, < 107 est donc n = 4.

4 lim aq = hm — =0.
k——+o0

5 GF
Donc (a,) converge vers 0.

B Corrigé de I'exercice 18.

1
1l " "=-e %=z
T
Sr—e =0

Ainsi, x est solution de (F) si et seulement si f(z) = 0.

2 a. f'(xr)=1+e* >0 car une exponentielle est toujours strictement positive.
Ainsi, f est strictement croissante sur R.

b. o lim e ®= lim e* =400 donc lim (—e’x) = —00;
T——00 X—=+o0 Tr——00
par somme, lim f(z) = —o00 <0;
T——00
e lim e”= lim e*=0donc lim f(z)= 400 >0;
T—+00 X——c0 T—+00

o f est continue et strictement croissante sur R.
Par conséquent, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires (théoréme
de la bijection), il existe une unique valeur « sur R telle que f(a) = 0.

N 1 |
- f<2>:2_e2”‘Ql?etf(l)=1—e‘1%0,63>0donm€ {251].
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1
d. La fonction f est strictement croissante sur [0;a] et a € [2 ; 1] donc f(x) < 0 sur

0;al.
3 gv)=zr& Lo =z
1+4e”
s l+z=x(l+¢")

S 14 a2=a+x"

&1 = ze”
1
— =X
eI‘
1
Sr—— =
eZ‘
Sr—e =0
& f(xr) =0

4 « est 'unique solution de I’équation f(z) = 0, donc I'unique solution de I’équation g(x) = x

car les deux équations sont équivalentes.

8 of(x) = Ix(1+e")—(1+x) xe”
(14 e7)?

1+e* —e® —xe”

(1+e2)?

1 — xe®

Ainsi, ¢'(z) > 0& 1 —xe® > 0 car (1+€%)? > 0 pour tout réel x.

Or,

l—2e" >0 1> 2e”

1
< — >

el’
Sr—e <0
< f(z) <0

S rel0;af

Ainsi, g est croissante sur [0; «].

1
6 ou0:0etu1:g(u0):g(O):§donCO<u0<u1ga.
L’initialisation est faite.

« Supposons que pour un entier n donné, 0 < u, < U, < Q.
Comme g est croissante sur [0; «], alors,

9(0) < gluy) < glung1) < g(a)

soit :

g Un+1 < Un4-2 < «

N[ —

car g(a) = a d’apres la question 4.

Comme 0 < 5 on a bien :

0 < Upt1 < Upg2 <



L’hérédité est alors vérifiée ; par conséquent, pour tout entier naturel n,

10 <y <ty <o

7 De la question précédente, on déduit que (u,) est croissante et majorée.

Or, toute suite croissante et majorée converge.

Donc, (u,) converge.

8 De 'égalité u, 11 = g(u,), on déduit :

n1—1>I-Poo Un+1 - n1—1>r—&{loo g(un)
=9 (nl_lgloo Un> car g est continue
t=g(()

Ainsi, ¢ est solution de I’équation g(x) = x. Or, « est 'unique solution de cette équation.

Donc lim wu, = a.

T—+00
9 Ona:
’ n ‘ U, Ainsi, uy ~ 0,567 143.
0 0
1 0,5
2 1 0,5663110032
3| 0,567143165
4 1 0,5671432904

B Corrigé de I'exercice 19.

1

AOB2 B1 AQ Al BO

H | | | |
_CLO—Fbo_} a_a1+b1_§
M=y Ty 2T T TR
b_ao—l—al_} b_a1+a2_l
L™y Ty 2T 92 T 16

2 On peut s’inspirer de ce qui a été fait a la question précédente pour écrire :

an + b, Gp + Qpiq
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3

4

Upt1 = Apg1 — bpya
an +b,  ap+ apiq
2 2
by —apy

Up1 = _Zun

La suite (u,) est donc géométrique de raison ¢ = ~1

Un+1 = 3an+1 + 2bn+1
_ 3a, + 30, N 2a, + 20,11

2 2
. 5an + 3bn + 2an+1
B 2
5ay + 3by, + 2%t
2
10a,, + 6b,, + 2a,, + 2b,

4
12a,, + 8b,

4
= 3a,, + 2b,

Un+1 = Un

Ainsi, la suite (v,) est constante.

D’apres les questions 3 et 4, on a :

Uy = Ay, — by, Ly
U, = 3ay, +2b, Lo

soit :
3un — Up = _5bn 3L1 — L2
2Un + v, = 5an 2L1 + L2
D’ou : . + 3
a, = n Ty T T O
5) 5)

Or, (u,) est géométrique donc :

Up = upq" = (—1) X (—i)n

De plus, (v,)est constante donc :

Un:U0:3a0+2b0:2.
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On a alors :

—2(=1)" 42 2+3(-1
ap, = —( 4> et b, = ( 4>
5 5
. I\" 1 .
Or, lim (—) =0car -1 < —= < 1. Ainsi,
n—+o00 4 4
li = - t lim b, = 2

On peut déduire alors que les points A,, et B,, se rapprochent de plus en plus du point

d’abscisse —.
5

B Corrigé de I'exercice 20.

1 f est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur cet ensemble.

Ona:
1

fl(z)=—e"— NG

Or, e > 0 car une exponentielle est toujours strictement positive, donc —e™ < 0 et

1
———= <0, donc f'(z) < 0 sur RY.

2\/x
Ainsi, f est strictement décroissante sur R* .
2 f est continue sur R%. De plus, f(0) =1 et f(1) =e ' —1 < 0 donc d’apres le corollaire
du théoreéme des valeurs intermédiaires (théoreme de la bijection), 'équation f(z) = 0
admet une unique solution sur |0;1[.

3 La formule qui donne I’équation réduite de la tangente en un point d’abscisse a est :
y = f(a)(x—a) + f(a)

ce qui donne ici :

y = <—e_1—;> (z—1)4+et-1
(sl
:_(22:e>($_1)+1 e
2+e 2+e 2-—2e
:_( 2e )x—l— 2e 2e
2+e 4—e
yz—( 2e )x—i— 2e
4 L’abscisse du point d’intersection de (7p) et de l'axe des abscisse se trouve en résolvant
I’équation :
2+e 4—e
_< 2e >I1+ 2% "
2+e 44—
“ _< 2 >I1__ 2
4—e 26
= T = % X 21 o
_d—e
<= 2+e
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1
5 a SurRY, —e™®<O0et —F < 0 donc f'(x) < 0 soit, en particulier, f'(x) # 0.
T

b. Par définition, on a :

(T) =y = fl(xn)(x —20) + f(20)

et en remplacant z par z,,1, par définition toujours, on doit obtenir O :

@) (@nga — ) + f(2) =0
d’ou :

f/(xn)(xn—i-l - xn) = _f(xN)

f(xn) /
& Tpil — Ty = — carf’(x 0
n+1 n f,(xn)( ( n) 7é )
f(@n)
S| Tyl = Ty —
6 . On a le tableau complété suivant :

i 0 1 2 3 4 5
X 1 0,271 649 346 0,411 602333 0,426 183 639 0,426 302 743 0,426 302 751

b. La valeur affichée par cet algorithme correspond a xs.

c. Dans la mesure ou les différentes valeurs de x calculées dans la boucle de I'algo-
rithme correspondent aux termes successifs de la suite (z;,) on peut conjecturer
que lim =z, ~ 0,426303.

n—-+00

n=0?

7 € est au-dessus de (Tj) donc 77 < a.
Dans un cas général, le point d’intersection de la tangente a une courbe € (toujours
située au-dessus de ses tangentes) et de 'axe des abscisses sera toujours avant la solution
de l'équation f(z)=0.
Donc, z,, < a pour tout entier naturel n.

f(xn)
Or, f(z) > 0 sur |0;«a] (d’apres les variations de f) et f'(x) < 0 sur ce méme intervalle.
Par conséquent, x,1 — x, > 0, soit (x,),., croissante sur [0; a].

8 Par définition, x,,1 — x, = —

Or, la suite est majorée par a, donc elle converge. Notons ¢ sa limite. Alors, la relation :

_ f(zn)
Tpy1 = Tp — f/(iEn)

devient (car f et f’ sont continues sur |0;a]) :

i
ST
soit :
£(0) =o.

Or, 'unique solution de 'équation f(z) = 0 sur |0; o] est a.
Donc la limite de (x,,),., est a.
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W Corrigé de I'exercice 21.

1 a. Pour calculer us, on prend en compte que I'allongement est homogene ; ainsi, quand
Léo est a 1 metre du point de départ, quand on tire I'élastique pour faire passer sa
longueur de 100 metres a 200 metres, on la multiplie par 2 donc on doit faire de
méme pour la longueur qui sépare Léo du point de départ. Par conséquent, apres
I’allongement, Léo se trouve a 1 x 2 = 2 metres du point de départ. Il suffit ensuite
d’ajouter 1 metre et on obtient uy = 3.

b. Sur ce méme principe, on calcule us : quand on allonge ’élastique de sorte a ce que
30
sa longueur passe de 200 metres a 300 metres, on la multiplie par — = 1,5. Pour

200
obtenir la valeur de ug, on multiplie donc us par 1,5 puis on ajoute 1 :

us=1,5us+1=1,5x3+1=35,5.

2 Selon le méme principe que précédemment, pour calculer u,; connaissant wu,, il faut
trouver le « coefficient d’allongement ». Notons /,, la longueur de ’élastique, en metre, a
I’étape n (avant I'allongement).

Ainsi, /1 = 100, ¢, = 200 et par extension, £, = 100n.

100 1 1
Le « coefficient d’allongement » est donc k,, = M =1+ -
100n n
Ainsi,
1
n
U3 11 1 1
3 =5,5¢et {3 =300d =—x100=—=14 -+ —.
us3 ;0 et £3 onc ps ‘s 6 +2+3

4 Montrons par récurrence la formule proposée.

« Initialisation : nous ’avons montré pour n =1, n =2 et n = 3.

1 1
o Hérédité : supposons que pour un entier k£ > 0, p, =1+ 3 + 4 —.

Quand on allonge 1’élastique de 100 metres, le pourcentage ne change pas car I'allon-
gement est homogene (conserve les proportions). En ajoutant 1 meétre, proportionnel-

lement a la longueur ¢,,1, on a ajouté ) %.
n
Ainsi + ! 1+1+1+ +1+ !
insi, ppog =pp + —— = e T Bt '
PPt = Pn 0 2 "3 n o+l
L’hérédité est alors vérifiée. La formule est donc vraie pour tout entier naturel n non
nul.
5 Par récurrence :
0
°P20:p1=121+§§
1 1
op21:p2:1+§21_|_§;
1 1 1 1
. =mp=1+-+ —+- >214+2x —;
P22 = P4 +2—|—3—|—4 + 5
——
T
=pg = +1+1+1+1>1+2x1+1—1+3x1'
P23 = Ps = P4 5T 7787 557 9
-
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6

1

. Onsupposequean_l>1+(n—1)><§.
SR S
Par =Pt T on 1 T on 1 9 on”

=Sn

1
L 2k +p > k+1

Ainsi, dans la mesure ot il y a 2(n — 1) termes dans s, s, = 20p — 1) x

)

pour tout entier k et pour tout entier p tel que 1 <p <k + 1.
1
on

1 1 1
Par conséquent, pon > 1+ (n — 1) x 3 + o1 soit pon =1+ n x 3

L’hérédité est vérifiée donc la formule est vraie pour tout entier naturel n.

1
lim <1+n) = 400 donc d’apres le théoreme de comparaison des suites,
n—+o00 2
li_p = o

Cela sous-entend donc que le pourcentage de chemin fait par Léo sur I'élastique dépassera
100, ce qui signifie qu’il arrivera au bout de I’élastique.

Cela peut alors surprendre car le procédé ne permet a priori pas de 'envisager. C’est ce
que l'on appelle un paradoxe qui peut s’expliquer de la fagon suivante : pour n assez grand,
on démontre (pas nous! mais les grands mathématiciens...) que p,, = Inn (& une constante
pres, que 'on appelle la constante d’Euler, et que I’on note «y) donc si on cherche n tel que
pn = 100, on cherche n pour que Inn > 100, soit n > e'%. Or, ! ~ 2,7 x 10%3. Alors,
méme si Léo faisait 1 metre par seconde, il faudra & peu preés 2,7 x 10* secondes pour
qu’il atteigne le bout de 'élastique, ce qui correspond 8,56 x 10%° années... Autant dire
jamais !
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Enoncés

Trigonométrie

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

o Exercices d'application du cours

0 Exercices de réflexion

22 novembre 2016

&) Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Equations & inéquations

W Exercice 1. Equations trigonométriques *ktrvete @

(Source : ts-trigo-01) Corrigé page 115

Résoudre dans R, puis sur |—7; 7] les équations suivantes :

1 cos<2x+%>:% 3 cos(x—i—%):sinx
2
2 sin(3x—§>:—§ 4 cos(2x+%>:sin<x—§>
W Exercice 2. Equations avec changement de variable *ktrvete @

(Source : ts-trigo-02)
Résoudre sur |—m ;7] les équations suivantes :

1 2cos?z—3cosz+1=0

2 2sin’z +5sinz+2=0

2
3 a. Développer <9 — gﬂ) .

b. Résoudre : 3cos®x — (9 + i) cos T + 9 =0.

V2 V2
B Exercice 3. Inéquations avec changement de variable *kirvete @
(Source : ts-trigo-03)

Résoudre sur |—m ;7] les inéquations suivantes en vous aidant des résultats de 'exercice 2 :
1 2cos’z—3cosz+1=>0

2 2sin’x+5sinz+2<0

3 3coszx—<9+i)cosx+i<0

V2 V2
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B Exercice 4. Inéquations trigonométriques *ktrvete @

(Source : ts-trigo-04) Corrigé page 121

Résoudre sur |—m ;7] les inéquations suivantes :
s 1 2
1 cos<2x+6><2 2 sin<3x—77r)§—\é_

Limites

B Exercice 5. Calcul de limites *kkkyv: @

(Source : ts-trigo-07) Corrigé page 121

sin(ax)

1 Calculer lim a € R.

z—0 sinx

. cosx—1
2 Calculer lim ———.

z—=0  SIn“x

2

. ocostxr—1
3 Calculer lim ———.
z—0 €T

. 2
1 — cos 1 (sinZ
4 a. Montrerqueﬂ—( x2>.
x 2

1 —cosx 1 —cosy/x

2
b. En déduire lim puis lim
x—0 ;pQ x—0 x
Fonctions trigonométriques

B Exercice 6. Encadrement de cos x Kk kv @

(Source : ts-trigo-05) Corrigé page 123

Le but de cet exercice est de démontrer que pour tout réel z, on a :

x? 2 xt

1—?<cosz<1—§+ﬂ.

12

1 On pose f(z) =cosz — 1+ 5

A T'aide des fonctions f'(z) et f”(z), montrer que f(z) > 0 pour tout réel .

2?2 ot

2 On pose g(x) = cosx — 1—1-5 ~ 57
En dérivant quatre fois g(x), montrer que g(x) < 0 pour tout réel x.

3 Conclure.

T
Application. Donner un encadrement de cos 5

B Exercice 7. Etude de la fonction = — 1‘;"5% * ke @

(Source : ts-trigo-06) Corrigé page 124

On définit la fonction f par :
Cos

“1tsing

/()

1 Déterminer le domaine de définition Dy de f.

2 Montrer que f est périodique.
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T 37
3 Déterminer f'(x), puis en déduire le sens de variation de f sur ]—2 ; > [

B Exercice 8. Fonction x +— cos® x cos(3x) *h kit @

(Source : ts-trigo-08) Corrigé page 125

On considere la fonction définie sur R par :

f(z) = cos® x cos(3z).

1 Montrer que 'on peut réduire le domaine d’étude de f a l'intervalle |0; 72r]
2 Déterminer le sens de variation de f sur [0 ; 721
3 Résoudre sur {O; g I'équation f(z) = 0.
: . : T
4 Dessiner alors la courbe représentative de f sur —5 2].
B Exercice 9. Fonction x — sin® z cos(3x) *hkkkie @

(Source : ts-trigo-09) Corrigé page 126

On considere la fonction définie sur R par :

f(z) = sin® x cos(3z).

1 Montrer que 'on peut réduire le domaine d’étude de f a l'intervalle

™
0;—1.
2]

2 A l'aide de la formule cos(2a) = 2cos®> a — 1 = 1 — 2sin? a, déterminer une valeur exacte de

T T
cos — et de sin —.
8 8

3 Montrer que /3 — 22 =2 - 1.

4 Déterminer le sens de variation de f sur puis dresser le tableau de variation de f

e
0:=
"2

sur [0 ; ;T} en indiquant la valeur exacte de f (g)

—3—2v2
On admettra que f <3g> = 38\/_

5 Résoudre sur {O; Z] I'équation f(z) = 0.

T
6 Dessiner alors la courbe représentative de f sur {—2 ; 2].

B Exercice 10. D’aprés un sujet de bac, Nouvelle Calédonie 2005 *h ks @

(Source : ts-trigo-10) Corrigé page 129

Un lapin désire traverser une route de 4 metres de largeur. Un camion, occupant toute la route,
arrive a sa rencontre a la vitesse de 60 km/h. Le lapin décide au dernier moment de traverser,
alors que le camion n’est plus qu’a 7 metres de lui. Son démarrage est foudroyant et on suppose
qu’il effectue la traversée en ligne droite au maximum de ses possibilités, ¢’est-a-dire & 30 km/h.
L’avant du camion est représenté par le segment [CC’| sur le schéma page suivante.
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4 m Camion -«

C B D

Le lapin part du point A en direction de D.
— T
Cette direction est repérée par 'angle § = BAD avec 0 < 6 < — (en radians).

1 Déterminer les distances AD et CD en fonction de # et les temps t; et to mis par le lapin

et le camion pour parcourir respectivement les distances AD et CD.
7  2sinf74
2 Onpose f(0) ==+ ———.
2" Tcosf - |
Montrer que le lapin aura traversé la route avant le passage du camion si et seulement si

f(6) > 0.
3 FEtudier la fonction f sur l'intervalle {0; g {

Conclure.
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1.
T 1 T T
1 cos <2£L‘ + —) = — <= Co0S <2x + 6) = coS <—>

6 2 3
2x+%=%+2kﬁ
— e - keZ
2 4 - = —— + 2k
x~|—6 3+ s
20 =2 -2 4 ok
= 37T 67T kel
20 =—— — = + 2km
3 6
2:5:%4—21@%
— T kel
20 = —— + 2k7
2
x=%+k7r
< T
.%:—Z—i‘k'ﬂ'
sin Sur |—7; 7], les solutions sont donc :
T
12
3?” T B 117
w 12 12
12
T
i O CoS ° 4
12
- s _37r
=7 .__+7T_Z
S_{_llﬂ'; 7'(',1;3_71'}
12 47127 4
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B sin (30— 7) == = sin (32— 7) =sin(-7)
sin ( 3x -) =" sin ( 3x - = sin 1
30— = = - 4 okr
7 4
= T T kel
3x—7:7r—(—4)—|—2k7r
3x:—%+§+2m
<~ 51 T kel
3 — 2k
T = 4+7+ T
3x:—i;7r+2k:7r
= 8 kel
30— 20T ok
r=— 7
28
7r+2/<:7r
x—_i [
28 3
— 137 | 2kn hel
r=—4+—
28 3
, SIn
- 137 Sur |—m; 7], les solutions sont donc :
2O 28
* T 7T+27T 537w ;
° _— _— —_— = — @
287 28 3 84
T 9w
- 28 3 84
0 cos
_ 73w T 137 137 2n 177 ;
84 - - — , — —— =— e
- 28 728 3 84
59w 137 4w 737
4 S
; 28 3 84
S—{ 73m 591 Iim  wm 137 537?}
Sl o847 84 84 ' 287 28 ' 84
Bl cos o+ 3) =sine <= cos 2+ 3) =cos (5 - )
cos|x+ = | =sinx cos(z+ - ) =cos|=-—u
3 3 2
T T
= e T kel
2 :%—l—ka
= T keZ
3775 + 2km <— impossible
= = +k:7r , keZ

Sur |—7; 7,

S

{ Ur }2
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4 (2 +7T) ( F)<:> (2 +7T) (W +7T)
COS xr — | =smm|xr— — COS xXr — )] =COS|——X —
1)~ 3 4 9 3
— (2 +”) (“ )
COS — ] = COS| — —
2x—|—Z—57T—x+2k;7r
<— 6 kel
2x—i—z:—5£+a:—|—2k;7r
4 6
3m:5—ﬂ—z+2kﬂ
< g 4 keZ
r=—2 T 4 okn
6 4
3m:7—7r—|—2k:7r
< 12 keZ
5T ok
I—_i
12 m
77T+2/€7T
T= s+ —
— 36 3 ke
_ T o
T 12 T
m  3lw 177
—; = Nrl2; — 5 = —
Sur |-m;x], |S {dfmc ml25 3650 36 36}

B Corrigé de I'exercice 2.
1 2cos?r —3cosx+1=0.

Posons X = cosz. Ainsi, I’équation dévient :

2X?2 -3X +1=0.

Le discriminant du polynéme 2X2 — 3X + 1 est :

Ce dernier admet donc deux racines :

3-V1 1

X1 1 5 et
Ainsi,
1

cosSx] = 5 et

donc :
T T
T1=—O0oux = ——
T3 ! 3

On a alors :

2sin?z + Hsinz + 2 = 0.

A=9—-4%x2x1=1.

S

&t

cosTyg =1,
et zo = 0.
;)

3

Posons X = sinx. Ainsi, ’équation devient :

2X24+5X 4+2=0.
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Le discriminant du polynéme 2X? + 5X + 2 est :
A=25—-4x2x2=09.

Ce dernier admet donc deux racines :

—5-3
= _9 X .
4 et 2 1 2

X1:

Ainsi,
sinz; = —2 (impossible car — 2 < —1) et sinzy = 3,
soit :
T T o
To=—=0UTy=—T-+—==——

6 6 6

T T
s={-% %)

2 171 — 54+/2
a.@—;¢® :&—2m6+3:7ffvr

On a alors :

3 9
b. 3cos?x — (9+ —=)cosz + —= = 0.
O+ %) NG
Posons X = cosx. L’équation devient alors :

3 9
3Xﬂ—(9+;§yy+;§:0.

3 9
Le discriminant du polynéme 3X? — (9 + —)X + — est :
V2 V2

A:l—%3+wgﬂ2—4x3xjg

:9<19+ 6>_m
2 V2) V2
171 54 108
"2 VR
171 54
-2 "5
171 — 54v/2

2

3 2
= (9 — 2\/5) d’apres la question précédente.
Ce dernier admet donc deux racines :

9+ 5-(0-3vE) Bt
B 6 2

1

6
et
3 3
9+ 2 + (9 — 5\/5) _
Xy = = 3.
6
Ainsi,
2
cosxy = \é_ et cos g = 3 (impossible car 3 > 1) |
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soit :

3
e

our; = —

Finalement, on a :

B Corrigé de I'exercice 3.

1 2cos’z —3cosxz+1>0.
D’aprés l'exercice précédent, le polynome 2X? — 3X + 1 se factorise sous la forme :

2X — 1) <X—1>.
2
Ainsi,

1
2cos’r —3cosx + 1 =2(cosz — 1) (cosx— 2).

, SIn
e —1<cosz<1ldonc—-2<cosz—1<0
1 1
o cosr——>0 <= cosx > —
2 2 0 1 | cos
— z€ {—W'W] 2
373
D’ou le tableau suivant :
x - —% e T
cosz — 1 — - 0
coST — % — 0 —
2cos’r —3cosz+1 + + 0
L’ensemble solution de I'inéquation est donc :
™ T
S: |:—7T,—3:| U [§
2 2sin’x+5sinz +2 < 0.
D’apres 'exercice précédent,
1
2sinx + 5sing + 2 = 2(sinx + 2) <sinx + 2) :
, SINn
e —1<sinz<1ldoncl <sinz+2<3
. 1 , 1
o smx+§<0<:)smx<—§ R
5% T O _% oS
= € |——;——
’ { 6 6] .

D’ou le tableau suivant :
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e E -

sinxz + 2 + + +
sinz + 3 + 0 — 0 -
2sin®x + 5sinx + 2 + 0 — 0 +

L’ensemble solution de I'inéquation est donc :

]

|

6 6

3 9
2
3 3cos x—(9+f)cosa:+ﬁ<0.

V2

D’apres l'exercice précédent,

0+

V2
P(z) = 3cos’ x — cosr+ —=3|cosx — — | (cosxz — 3).
@ (94 ) cosat G5 =5 (cose = ) (s =)
LSiIl
e —1<cosz<1ldonec -4 <cosz—3< -2 1
2 V2
o cosx—— >0 < coszx > — X
2 2 0 CoS
— T E [—W ; q 2
474 i
T4
D’ou le tableau suivant :
: — - :

cosz — 3 — — —

CcoST — \/75 — 0 + _

P(z) + — +

L’ensemble solution de I'inéquation est donc :

T
<[4
474
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B Corrigé de I'exercice 4.
™

—7T<2$+z<—
T 1 6 3
1 cos<2x+)<<:> ou
6 2 T T
— <2 — <
3 :B—I—6 s

[ < 2x < T
—_— :L‘ —
6 2

, Sin
5

12

B Corrigé de I'exercice 5.

. . . 0 .
1 Ici, nous avons une forme indéterminée du type « 0 » donc nous allons passer par la notion

de taux d’accroissement.
Posons f(z) = sin(ax) et g(x) = sinz.
Alors, f'(x) = acos(ax) donc f'(0) = a, et ¢'(x) = cosx donc ¢'(0) = 1.
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De plus, f(0) = g(0) = 0 et, pour tout = différent de 0, on a :
sin(ar)  f(x) — f(0) o T 0

sin z x—0 g(z) — g(0)
Alinsi,
lig S0002) _ o f@) - fO0) -0
z—0 sinx a0 1 —0 g(x) —g(0)
Or,
— f(0 0 -0 1
lim J(x) = J(O) = f'(0) et limM = ¢'(0) donc lim ° = :
20 1 —0 z=0 1 —0 2-0 g(z) — g(0)  ¢'(0)
Ainsi,
i — f(0 -0 1
lim sn*a:z:) = lim f(x) = £(0) x lim v =aX —
=0 sinw a=0 -0 20 g(z) — g(0) 1
i sir?(aa:) _
z—0 SInx
N.B. On aurait aussi pu écrire :
Slg(ax) o sin(ax) " ‘x
sin azr sin
- i . sinX
et utiliser la propriété du cours : )1(1210 ~ = 1.
On sait que cos?z + sin? z = 1 donc sin®? x = 1 — cos? z.
Ainsi,
cost—1 cosx—1
sinx 1 —cos?z
- cosx — 1
(1 —cosz)(1l + cosz)
B 1 —cosx
(1 —cosz)(1+ cosx)
1
= pour x # 0+ 2km, k € Z.
1+ cosx
-1 1 1
Ainsi, lim o0 2~ fim = |
z—0 SIn“zx =0 1+ cosx 2
. cosxr—1 1
lim ——; = ——
z—0  sin‘ x 2
On a:
cos’r—1  (cosz —1)(cosx + 1)
x N x
-1
=TT (cosx + 1)
x
, R . cosx —1 . cosx —1
Or, d’apres le cours, lim ——— = 0 donc lim ———— x (cosz+1) = 0x (cos0+1) = 0.
x—0 €x xz—0 €x
20
im cosx — 1 _ 0
z—0 €T
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= car cos(2a) = 2cos’a — 1

1 Sin% 2_ 1 —cosz
2 5 N 2

. : : 2
b. On sait que lim =~ = 1 donc lim 2 — 1. On a alors lim [ <Sm 2> ] "2
X—0 X T 2

z—0 5 z—0 % 2’
d’ou :
. 1l—cosz 1
lim —— = —
z—0 372 2
. l—cosy/x . 1—cosX
De plus, ill)% — = )1(1£n>0 —xz (en posant X = /).
1—cosyx 1
D’apres ce qui précede, on obtient alors : | lim 7\/— = —
x—0 T 2

B Corrigé de I'exercice 6.
2

x
1 f(x)=cosz—1+ 5 donc f'(z) = —sinx +x et f"(z) = —cosz + 1.
On sait que pour tout réel z, —1 < cosx < 1 donc 0 < f”(z) < 2. Autrement dit, f”(z) > 0
donc f’ est strictement croissante sur R.
De plus, f'(0) = 0 donc f'(x) > 0 sur R. Par conséquent, f est strictement croissante

sur R. Or, f(0) = 0 donc on en déduit que f(z) > 0 sur R.

2 x! z3 z?
2 g(zr) = cosx — 1+ 3 " ap donc ¢'(x) = —sinz + x — R g"(r) = —cosz + 1 — 5

g"(z) =sinx —x et ¢""(z) = cosx — 1.

On a alors ¢ (x) < 0 sur R, donc ¢® est strictement décroissante sur R. Or, ¢®(0) = 0
donc ¢®(z) < 0 sur R.

On en déduit que g” est décroissante sur R. Or, ¢”(0) = 0 donc ¢”(z) < 0 sur R, ce qui
implique que ¢’ est décroissante sur R. Or, ¢’(0) = 0 donc ¢'(z) < 0 sur R, donc g est
décroissante sur R. Or, g(0) = 0 donc g(x) < 0 sur R.

3 De la question 1, on déduit que pour tout réel x :

22 22
cosx—1+?><:> cosx}l—i—?.

De la question ‘2 , on déduit que pour tout réel z :

x?  xt 2 xt
14— ——<0 << <14+ —4—.
coS T + 5 24 cos T + 5 —1—24
Ainsi,
x? 2 xt
- <cose<1— o+ o
5 Ccos T 5 o1
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4 Six:g, alors :
w2 T w2 d
l——<cos—<1——+ —
50 5) 50 15000

15000 est tres proche de 0 (a peu pres égal a 0,006), ce qui nous
2

T T
permet de dire que cos 5 ~1-— 0 (au centiéme pres).
2

En effet, 1 — % ~ 0,0,803 et Cosg ~ 0,809. On a bien une erreur de 0,006.

N.B. On remarque que

B Corrigé de I'exercice 7.
1 f(z) est défini quand 1 + sinx # 0.
Or,1+sinr =0 < sinzx =-1 < x:—g+2k‘7r, k € Z.

Ainsi, le domaine de définition de f est |Dy =R\ {—g + 2km, k € Z} )

2 On sait que cos(z + 2m) = cosz et sin(z + 27) = sinz. Par conséquent, f(z + 27) = f(x).
Ainsi, f est 2w-périodique.

u
3 f est de la forme —, avec u(x) = cosx et v(x) =1+ sinz.
v
w'v — uv

Ainsi, f’ est de la forme 5 avec u/(z) = —sinz et v'(z) = cosx.
v

—sinz(1 +sinz) — cos* x

(1+sinx)?
—sinz — sin?z — cos? x
(14 sinx)?
—sinz — (sin? z + cos? 1)
(1 +sinz)?
sinz + 1

") = ——m——— car cos’z + sin® x = 1 pour tout réel z.
fz) (1 +sinz)? P

f'(x) =

E'BW

2,2{, —1 < sinx < 1 donc 0 < sinx + 1 < 2. De plus,

Or, pour tout réel x € }—

3
(1+sinz)? > 0 donc f'(x) < 0 sur ]—;T ; ;[
.. ) L. T 3
Ainsi, f est strictement décroissante sur } —5 ; 7 [
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B Corrigé de I'exercice 8.
1 « Montrons d’abord que f est m-périodique.

flx+m) = [cos(m + W)}s cos (3(x + 7r))

= [— cos:crcos(i%x + 3m)

= —cos® x cos(3z + )

= —cos® x( — cos(3x))

= cos® x cos(3x)

fle+m) = f(x)

Donc f est m-périodique.
On peut donc réduire l'intervalle d’étude a un intervalle d’amplitude 7, par exemple

]

o Montrons que f est paire. D’abord, le domaine de définition de f est centré en 0. De
plus,

f(=x) = {COS(—:B)]?’COS(—BJ:)
= {cos x} ’ cos(3x)
= cos® z cos(31)

f(=x) = [(x)

Donc f est paire.

T
On peut donc réduire le domaine d’étude a la moitié du précédent, donc a [0 ; 2] par

exemple.

N.B. On aurait aussi pu prendre [—;T ;0}

2 [ est de la forme uv avec u(x) = cos® z et v(z) = cos(3z).

Ainsi, f' = v'v + w’ avec v/(z) = 3 X (—sinz) x cos’z = —3sinxcos’r et v'(x) =
—3sin(3z).
f'(r) = —3sinx cos® x cos(3z) — 3 cos® x sin(3z)

= —3cos’x [ sin x cos(3x) + cos sin(?)x)}
= —3cos’ wsin(x + 3z) d’aprés la formule sin(a -+ b) = sinacos b + sin bcos a

f'(x) = —3 cos? xsin(4x)

Vaoe

O;g}, —3cos?z < 0.

k k
De plus, sin(4z) > 0 <= 0+ 2krw < 4z < 7+ 2kn < 7ﬂ<x<g+§.
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Ainsi, sur 0;;},011&:
T s s T\ m\3 3T
EmE b @)l ey
- 3
1 TR
4
:MX< ﬂ)
8 2
4
- 16
1
T4

3 f(z)=0 <= cos’

<= cosz =0 oucos(3z)=0

=0 ou cos(3x)=0

:)xz%—i—%mr ou 3x:g+2k7r, kelZ

2k
<:>x:g+2k7r ou :L':g—i-%, keZ

Ainsi, sur [0 ;g

, f() =0 <= x:goux:%.

4 La courbe représentative de f est donnée ci-dessous :

A

Bl

1

B Corrigé de I'exercice 9.

1 « Montrons d’abord que f est pi-périodique.

flz+m7) = [sin(x + W)]3 cos [3(:17 + W)}
= [ — sin a:r cos(3z + 3m)
= —sin® x cos(3z + )
= —sin® x[ — cos(3x)}
= sin® x cos(3x)

flx+m) = f(x)

La fonction f est donc m-périodique ; on peut donc restreindre l'intervalle d’étude de f
T
a un intervalle d’amplitude 7, par exemple —5 2}.
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o Montrons que f est impaire. Le domaine de définition de f est centré en 0. De plus,

f(~x) = [sin(~x)]" cos(~3a)
= [ — sin acr) cos(3x)

3 1 cos(37)

= —sin

f(=z) = —f(z)

La fonction f est donc impaire; on peut donc réduire I'intervalle d’étude précédent a

sa moitié, donc a [0 ; ;T}

2 Remarquons que 2 X g = % donc :

Cos <2>< ﬂ) :2COSQE—1
8 8
V2

<:>—+1:2cos2g

2
T 1 (V2
= —=—=4+1
cos8 2<2+>
V2442
<:>cos78T:2\/_ carcosg>0.

De méme,

9 T

cos<2><g>:1—23m 3
V2

<:>7:1—28in2g

— sin? = L 1 V2
sin“ —=—-(1——
8 2 2

T 242

T
<—|sin— = ~———| car sin— > 0.
8 2 8

3 (\/5—1)2 =3 —2v/2 donc \/(\/5—1)2 = /3 —2v/2, soit /3 —2/2 = /2 — 1 (car tous

ces nombres sont positifs).

4 f est de la forme uv avec u(x) = sin®z et v(z) = cos(3z).
Donc f' = u'v + uwv' avec v'(z) = 3cos xsin® x et v'(z) = —3sin(3x).
Alinsi,

f(x) = 3 cos wsin® x cos(3x) — 3sin(3x)sin®

= 3sin’ x( cos x cos(3x) — sin(3z) sin m)

f'(x) = 3sin®z cos(4x)| en utilisant la formule cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

Ve {O;ﬂ, 3sin?z > 0. De plus,

cos(4zr) > 0 <= —g+2k37r <4z < g+2k7r
7r

<= 7T+l<:7r< <
—= —<z
2 8

7r
.
8 +2
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Donc sur

0; W}, cos(dr) 20 < =z € { ,g U [Sg ; ;] d’ott le tableau suivant
T 0 g 3% 2
f(x) + 0 — 0 +
7T>3 3
sin— | cos —
8 8

{ ™ T LT 71
COS — COS — — SIn — SIn —
4 8 4 8

2 2 2

mx\/ﬁ(\/2+\/§\/2\/§>

) 2-V2 Vi+2v2—\J1-2y2

4

(2—\/5)\/(2—¢§)(4+2\/§) - (2—\/5)\/(2—\/5)(4—2\/5)

32

w
:2_32\/§><(2— 12—8\/§>
:2_32\/§><(2—2 3—2@)

2-v2)(1-\3-2/2)
- 16
:(2_\/5)(1_(\/5_”) d’apres la question '3
16
(=)= vy)
- 16
_6—4V2
16
T 3—2v2
f(): 8
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5 La courbe représentative de f est donnée ci-dessous :

3
. R >
T T >
3T 0 ™
_2 8
8
B Corrigé de I'exercice 10.
1 Le triangle ABD est rectangle en B donc :
AB 4
o8 AD — cos 6
BD
tanf = B <= BD =4tan¥

On en déduit alors que |CD =7+ 4tanf |

d AD
D’apres la formule v = —, on déduit que t; = 300 exprimée en heures. Il est plus judicieux

d’exprimer cette durée en minutes en remarquant que :

1000 m .
30 km/h = 30 x 50 min 500 m/min.
4
Ainsi, [t; = ———|.
L B0 cos 6
7+4tané
De méme, 60 km/h = 1000 m/min donc |t, = +100a0n

2 le lapin aura traversé la route avant le passage du camion si et seulement si t5 > t1, donc
si et seulement si to — t; > 0.

7+4tanf 4

1000 500cosf
B 1 74+ 4tan b 4
_500< 2 _COS(9>

_1<7+2sin9_ 4 )
500 \ 2 cosf  cosf
1 (7 2sinf—4
_500<2+ cos )

1
— - f(0).

tg—tlz
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Ainsi, ty —t; >0 < f(0) > 0.
_ 2c0s”0 +sinf(2sinf — 4)

!
0
16 cos? 0
_ 2—4sind
-~ cos?d
_ 2(1—2sin0)
cos? 0 )
T
Ainsi, f/(0) >0 <= 1—2sinf >0 <= sinf < 5 = 6 < 5
De plus,
7 1
e f(0)=—-—4=_=":
OB 3
o lim (2sinf —4) = —4 et lim cosf = 0T donc par quotient, lim f(#) = —o0;
x<m/2 x<m/2 x<m/2
7T 1—-4 7 6  T-6V2
° ) — _— == —=———~0,04 > 0.
D’ou le tableau suivant :
0 0 G 7
f'(9) + 0 -
f(0) 1 f(g) T
2 —00
On peut donc conclure que le lapin peut étre sauvé si 6 ~ %
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Probabilités

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

@ Exercices d'application du cours

© Exercices de réflexion

22 novembre 2016

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

B Exercice 1. Une histoire de QCM, Amérique du Sud 2009 *irtevese @

(Source : ts-proba-01)

On considére un questionnaire comportant cing questions.

Pour chacune des cinq questions posées, trois propositions de réponses sont faites (A, B et ),
une seule d’entre elles étant exacte.

Un candidat répond a toutes les questions posées en écrivant un mot réponse de cinq lettres.

Par exemple, le mot « BBAAC' » signifie que le candidat a répondu B aux premiere et deuxieme
questions, A aux troisiéme et quatrieme questions et C' a la cinquieme question.

1 a. Combien y-a-t’il de mots-réponses possible a ce questionnaire ?

b. On suppose que le candidat répond au hasard a chacune des cinq questions de ce
questionnaire.
Calculer la probabilité des évenements suivants :
E : «le candidat a exactement une réponse exacte ».
F : «le candidat n’a aucune réponse exacte ».
G : « le mot-réponse du candidat est un palindrome ». (On précise qu'un palindrome
est un mot pouvant se lire indifféremment de gauche a droite ou de droite a gauche :
par exemple, « BACAB » est un palindrome).

2 Un professeur décide de soumettre ce questionnaire a ses 28 éleves en leur demandant de
répondre au hasard a chacune des cing questions de ce questionnaire.
On désigne par X le nombre d’éleves dont le mot-réponse ne comporte aucune réponse
exacte.

a. Justifier que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de parametres n = 28 et
32

243"
b. Calculer la probabilité, arrondie & 1072, qu’au plus un éléve n’ait fourni que des réponses

fausses.

B Exercice 2. Sacs défectueux, La Réunion 2009 *ietevere @

(Source : ts-proba-02) Corrigé page 138

Une usine produit des sacs. Chaque sac fabriqué peut présenter deux défauts : le défaut a et le
défaut b. Un sac est dit défectueux s’il présente au moins 'un des deux défauts.

1 Dans cette question les probabilités demandées seront données avec leurs valeurs décimales
exactes.
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On préleve un sac au hasard dans la production d’une journée.

On note A I’ évenement « le sac présente le défaut a » et B I’évenement « le sac présente
le défaut b ». Les probabilités des évenements A et B sont respectivement P(A) = 0,02 et
P(B) =0,01; on suppose que ces deux événements sont indépendants.

a. Calculer la probabilité de I’évéenement C « le sac prélevé présente le défaut a et le défaut
b».

b. Calculer la probabilité de I’évenement D « le sac est défectueux ».
c. Calculer la probabilité de I’évenement E « le sac ne présente aucun défaut ».

d. Sachant que le sac présente le défaut a, quelle est la probabilité qu’il présente aussi le
défaut b7

2 On suppose que la probabilité (arrondie au centiéme) qu’un sac soit défectueux est égale a
0, 03.
On préleve au hasard un échantillon de 100 sacs dans la production d’'une journée. La
production est suffisamment importante pour que 'on assimile ce prélevement a un tirage
avec remise de 100 sacs. On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de
100 sacs, associe le nombre de sacs défectueux.

a. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les para-
metres.

b. Quelle est la probabilité de I’évenement « au moins un sac est défectueux » 7 On ar-
rondira cette probabilité au centieme. Interpréter ce résultat.

c. Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X.
Interpréter ce résultat dans le cadre de ’énoncé.

B Exercice 3. MP3 défectueux, Polynésie 2009 *kirvete @

(Source : ts-proba-03) Corrigé page 139

Une entreprise fabrique des lecteurs MP3, dont 6 % sont défectueux.
Chaque lecteur MP3 est soumis a une unité de controle dont la fiabilité n’est pas parfaite.
Cette unité de contrdle rejette 98 % des lecteurs MP3 défectueux et 5% des lecteurs MP3
fonctionnant correctement.
On note :

o D I'événement : « le lecteur MP3 est défectueux » ;

o R I'événement : « 'unité de controle rejette le lecteur MP3 ».

1 Faire un arbre pondéré sur lequel on indiquera les données qui précedent.

2 a. Calculer la probabilité que le lecteur soit défectueux et ne soit pas rejeté.

b. On dit qu’il y a une erreur de controle lorsque le lecteur MP3 est rejeté alors qu’il n’est
pas défectueux, ou qu’il n’est pas rejeté alors qu’il est défectueux.
Calculer la probabilité qu’il y ait une erreur de controle.

3 Montrer que la probabilité qu'un lecteur MP3 ne soit pas rejeté est égale a 0,894 2.

4 (Quatre controles successifs indépendants sont maintenant réalisés pour savoir si un lecteur
MP3 peut étre commercialisé.
Un lecteur MP3 est :

» commercialisé avec le logo de l'entreprise s’il subit avec succes les quatre controles
successifs,

o détruit s’il est rejeté au moins deux fois,

o commercialisé sans le logo sinon.
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Le cotit de fabrication d'un lecteur MP3 s’éleve a 50 €.

Son prix de vente est de 120 € pour un lecteur avec logo et 60 € pour un lecteur sans logo.
On désigne par G la variable aléatoire qui, a chaque lecteur MP3 fabriqué, associe le gain
algébrique en euros (éventuellement négatif) réalisé par I’entreprise.

a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire G.

b. Calculer & 1072 preés l'espérance mathématique de G. Donner une interprétation de ce
résultat.

B Exercice 4. Une école a trois classes b 6. SAOAGe 0

(Source : ts-proba-04) Corrigé page 140

Dans une école, il y a 3 classes C7, Cs, C3 dont le nombre d’éléves est respectivement 44, 33,
40. Chaque classe a une probabilité de gagner a un jeu respectivement de %, %, i. Si un éleve
gagne, quelle est la probabilité qu’il vienne de la classe Cy ?

B Exercice 5. Agence LOCAR *kirtete @
(Source : ts-proba-05)

La petite agence LOCAR loue des voitures a la journée. Elle dispose d’un parc de 16 voitures.
Neuf véhicules sont systématiquement loués a des clients réguliers.
La loi de probabilité du nombre de voitures louées par jour X est donnée dans le tableau suivant :

z; | P(X=x;)
10 0,05
11 0,10
12 037
13 0,27
14 0,17
15 0,03
16 0,01

1 Quelle est la probabilité :
a. de louer moins de 13 véhicules dans la journée?
b. de louer au moins 14 véhicules dans la journée ?
2 Déterminer :
a. L’espérance du nombre de véhicules loués dans la journée.

b. L’écart type du nombre de véhicules loués dans la journée.

La location d’un véhicule rapporte en moyenne 40 € par jour de marge sur cotits variables.
Il y a des frais fixes d’'un montant de 275 € par jour.

3 On appelle B le bénéfice quotidien.
a. Exprimer B en fonction de X.
b. En déduire le bénéfice quotidien moyen espéré.

c. Déterminer 'écart type du bénéfice moyen quotidien en utilisant I’expression du béné-
fice en fonction de X.

d. Quel est le seuil de rentabilité ? Est-il possible que I'agence soit déficitaire ?
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B Exercice 6. Urne et variable aléatoire *ietevere @

(Source : ts-proba-06)

On considére une urne contenant 3 boules jaunes, 2 bleues, 1 rouge et 4 vertes, toutes indiscer-
nables au toucher. On tire au hasard une boule de I'urne.
1 Calculer la probabilité des événements suivants :

J = « tirer une boule jaune »
B = « tirer une boule bleue »
R = « tirer une boule rouge »
V = « tirer une boule verte »

2 En fonction de la couleur tirée, on se voit attribuer une somme d’argent selon la regle
suivante : si la boule tirée est :

e rouge, on gagne 10 €.

« verte, on gagne 2 €.

e jaune ou bleue, on gagne 3 €.
Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque tirage le gain réalisé.

a. Déduire de la question 1 les valeurs de P(X=2), P(X=3) et P(X=10).

b. Calculer 'espérance mathématique de X, sa variance et son écart type (& 1072 pres).

3 Maintenant, on gagne toujours 10 € si la boule tirée est rouge, 2 € si elle est verte mais
on gagne 3 € si elle est jaune et m € si elle est bleue, m désignant un réel positif.
Calculer m pour que le gain moyen espéré soit de 4,5 €.

B Exercice 7. Urne et fonction rationnelle *hkrkvr @

(Source : ts-proba-07)

Une urne, notée Uy, contient & boules rouges, k + 1 boules blanches et 2 boules noires, ou £ est
un entier naturel non nul.

Une urne, notée Us, contient 3 boules rouges, 2 boules blanches et 1 boule noire.

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

Une expérience consiste a tirer au hasard une boule de Uy, a la mettre dans Us, puis a tirer un
boule de Us,.

Pour 7 = 1 et ¢ = 2, on note :

o R; 'événement : « On tire une boule rouge de I'urne U;. »

e B; I'événement : « On tire une boule blanche de I'urne U;. »

e N, I’événement : « On tire une boule noire de 'urne Uj;. »

o D l'événement : « On tire deux boules de couleurs différentes lors de I'expérience. »

1 Compléter I'arbre des probabilités de 'expérience suivant :
Q

Rl B1 Nl
Ry By Ny Ry By Ny Ry By N

k+2
2 Montrer que la probabilité de 'événement D est P (D) = 5 k—:— 5
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3 On répete l'expérience dans les mémes conditions n fois, ou n est un entier naturel non
nul.
On prend k£ = 1.
On note E I'événement : « On tire deux boules de couleurs différentes lors d’au moins une
expérience. ».
Déterminer le plus petit entier n tel que la probabilité de F soit supérieure ou égale a 0, 99.
4 On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules rouges lors d’une expé-
rience.
Montrer que I'espérance mathématique de X est toujours strictement inférieure a 1.

Evénements indépendants

B Exercice 8. Jeanne et son portable *kiriete @

(Source : ts-proba-08) Corrigé page 142

Chaque jour, Jeanne ne peut pas utiliser son portable au travail lorsque 'un des deux événe-
ments suivants se produit :

e D : « Son portable est déchargé »
e O : « Elle a oublié¢ son portable chez elle »
On suppose que ces deux événements sont indépendants.
Elle a observé, d’une part, que la probabilité de D est égale a 0,05 et, d’autre part, qu’elle
oublie son portable chez elle un jour sur dix.
1 Un jour de travail donné, quelle est la probabilité que Jeanne oublie son portable chez elle
et qu’il ne soit pas déchargé?
2 Un jour de travail donné, quelle est la probabilité qu’elle ne puisse pas se servir de son
portable ?

3 Au cours d’une semaine, elle travaille 5 jours. On admet que le fait qu’elle oublie son
portable chez elle un jour donné est indépendant du fait qu’elle 'oublie ou non les autres
jours.

Quelle est la probabilité de I’événement A : « Elle a oublié son portable chez elle au moins
une fois dans la semaine » 7

B Exercice 9. Ordinateur et automobile chez les étudiants *irvevryr @

(Source : ts-proba-09) Corrigé page 143

Une étude réalisée sur les étudiants d’une université a permis d’établir que 70 % des étudiants
posseédent un ordinateur et que, parmi ceux-ci, 40 % possédent une automobile.

On sait aussi que 55 % des étudiants de I'université ne possédent pas d’automobile.

On choisit au hasard un étudiant de cette université et on note :

e O I'événement « I’étudiant posseéde un ordinateur »
e A T'événement « I’étudiant possede une automobile ».
Les événements O et A sont-ils indépendants ?
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B Exercice 10. Enquéte dans un journal *ktrvete @

(Source : ts-proba-10) Corrigé page 143

Un grand journal a fait réaliser en 2006 une enquéte sur un échantillon représentatif de la
population francaise des 18-34 ans.
35 % des personnes interrogées indiquent que leur principale source d’information est la télévi-
sion ; parmi elles, 40 % lisent aussi la presse écrite.
25 % des personnes interrogées indiquent que leur principale source d’information est la radio;
parmi elles, 60 % lisent aussi la presse écrite.
Les autres personnes interrogées indiquent que leur principale source d’information est Internet ;
parmi elles, 75 % lisent aussi la presse écrite.
On choisit une personne au hasard dans I’échantillon et on considere les événements :

o T : « La personne a pour principale source d’information la télévision. »

« R : « La personne a pour principale source d’information la radio. »

o [: « La personne a pour principale source d’information Internet. »

o E : « La personne lit la presse écrite. »

1 A l'aide des informations fournies par ’énoncé, indiquer la valeur de Py (E) et Py (E)

2 Montrer que P (E) = 0, 59.
3 Calculer Pg (I) (donner une valeur approchée au centieme).

4 Les événements E et I sont-ils indépendants ?
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1.

1

a. Trois réponses possibles pour chacune des cinq questions : il y a donc 3% = 243 mots

possibles.

. L’éleve répete 5 fois 'expérience de Bernoulli : obtenir la bonne réponse avec une

probabilité de §; ces expériences sont indépendantes, donc la variable aléatoire Z

donnant le nombre de réponses exactes suit une loi binomiale de parametres n = 5 et
1
b= 3’

5\ /1\* 1\°! 1 2¢ 80

De méme, la probabilité qu’il n’ait aucune réponse juste est :

o= ()0 (=375 - o

Un palindrome est de la forme abcba : les trois premiers peuvent étre quelconques, mais

le quatrieme choix doit étre le méme que le second et le dernier le méme que le premier :
. . . 11 1
la probabilité est donc égale & 1 x 1 x 1 X 3%3 g~ p(Q).

32
. D’apres la question 1. un éléve a la probabilité égale a 3 de n’avoir aucune réponse

exacte. Les éleves répondant de fagon indépendante les uns des autres, la variable X
32

suit une loi binomiale de parametres n = 28 et de probabilité p = 213"

b. La probabilité cherchée est égale a :

p(X <1)=p(X =0)+p(X =1)
()G 02 () @) -5
0 243 243 1 243 243
= (B s 2 ()T
243 243 243
~ 0,1006

~ 0,10 au centiéme pres.
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W Corrigé de I'exercice 2.
1 a. Comme A et B sont indépendants,

p(C) =p(AN B)
= p(A) x p(B)
=0,02 x 0,01
— 0,000 2.

p(D) = p(AU B)
= p(A) +p(B) — p(AN B)
=0,02+ 0,01 —0,0002
=0,0298.

c. Ona E=D dou:

p(E) =1-p(D)

=1-0,0298
= 0,970 2.
d. On a
p(AN B)
pa(B) =252
4(B) p(A)
~0,0002
-~ 0,02
=0,01.
. P(ANB) _ p(A) x p(B)
en fait = =p(B)).
ol = )
2 a. On a manifestement une épreuve de Bernoulli avec deux issues (sac sans défaut, sac
défectueux).

La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de parametres
n =100 et p = 0,03.
b. On sait que la probabilité que k, 0 < k < 100 sacs soient défectueux est :

100
p(X =k)= ( L )0,03’“(1 —0,03)100-F

L 7événement contraire de 17événement « au moins un sac est défectueux » est « il n’y
a pas de sac défectueux qui a une probabilité de

100
0 0,03% x 0,971 = 0,97 ~ 0,047 6.

La probabilité d’avoir au moins un sac défectueux est donc égale a
1—0,97"% ~ 0,952 ~ 0,95 (au centiéme pres).
Interprétation : pour 100 sacs prélevés il y a a peu pres 95 chances sur 100 d’avoir au
moins un sac défectueux.
c. Pour cette loi binomiale on a E =n x p =100 x 0,03 = 3.
Interprétation : sur 100 sacs prélevés il y a en moyenne 3 sacs défectueux.
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B Corrigé de I'exercice 3.

1 On a l’arbre suivant :

2

a.

b.

En suivant la deuxiéme branche : p(DNR) = 0,06 x 0,02 = 0,001 2.

Il y a erreur de controle pour les événements disjoints DN R et DN R.
Sa probabilité est donc :

p(DNR) +p(DNR) = 0,06 x 0,02+ 0,94 x 0,05
= 0,0012 40,0470
=0,0482.

3 La probabilité qu'un lecteur MP3 ne soit pas rejeté est égale a :

4

a.

b.

p(DNR)+p(DNR) =0,06 x 0,02+ 0,94 x 0,95
= 10,0012+ 0,8930
=0,8042.

La variable aléatoire suit la loi binomiale de parametres n = 4 et de probabilité p =
0,894 2.
La probabilité que G = 120 — 50 = 70 € est égale a : (i) x 0,894 2% ~ 0,6394 ;
La probabilité que G = 60 — 50 = 10 € est égale a :

<£11> x 0,894 23 x (1 —0,8942) ~ 0,3026;
La probabilité que G = —50 € est égale & 1 — (0,6394 4 0,3026) ~ 0,058.

L’espérance mathématique de GG est donc égale a :

70 x 0,6394 + 10 x 0,3026 — 50 x 0,058
— 44,758 + 3,036 — 2,9
~ 44,89 €.

Cela signifie qu’en moyenne on peut compter sur un bénéfice de 44,89 € par lecteur
produit.

139



B Corrigé de I'exercice 4. Notons G I’événement : « L’éleve gagne ».
Il y a en tout 44 + 33 + 40 = 117 éleves sur I'ensemble des trois classes. On a alors I'arbre
suivant :

Q @

Q @

/
N

it /\ /\~

Ql

déduit :
On en dédui oM LB 1 0 1 8
P = s " “ 3 1 1T 1r

On sait de plus que :
p(CQ N G) m X 3 11

C fr— = = —.
pG( 2) p(G) 14137 43

B Corrigé de I'exercice 5.
1 a P(N<13)=0,05+0,10+0,37 =0, 52.
b. P(N >14)=0,17+ 0,03+ 0,01 =0, 21.
7

i=1

7
b. V(X)=> zp — E(X)* = 1,3884.

i=1
=/ V(X)=1,18

B =40X — 275.

E(B) = E(40X — 275) = 40E(X) — 275 = 226, 6.

0(B) = o(40X —275) =400(X) ~ 40 x 1,18 ~ 47, 2.

Le seuil de rentabilité correspond a la valeur de X tel que B < 0.

B<O:40X—275<0$X<24705:X§6.

Comme l'agence loue au minimum 9 véhicules par jour, il n’est pas possible qu’elle soit
déficitaire.

&0 R

B Corrigé de I'exercice 6.

3 1 1 2
BP)=y o+ PB=¢ ; PR)=4 5 PV)=¢
3 o P(X =2 :P(V)zi : P(X:3):; : p(X:m):p(R)—llO
b E(X)=33 i V(X)=521  o(X)~228
3 m=9
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W Corrigé de I'exercice 7.

1 Ona:
Q

k /141\ 2

2k+3 2k+3 2k+3
/ : \

Rl B1 Nl
/ LN\ / N\ / 1N\
4 2 1 3 3 1 3 2 2
T7T 7 TT T T 77
/ I \ / I \ / I \
Ry By Ny Ry By N, Ry By Ny

2 D’apres la formule des probabilités totales :

P (D) = Pg, (B2) + Pg, (N2) + Pg, (Rz2) + Pg, (N3) + Pn; (Ra) + Py, (B2)
=1— (Pg, (R2) + Pp, (B2) + P, (N2))
=1- (k xé+7k+1 ><§+72 ><2>
2k+3 7 2k+3 7T 2k+3 7
4k +3k+3+ 4
 4k+21

=1

k+2

P(D):2k+3

3
3 Dans cette question, k =1 donc P (D) = —.

Soit Y la variable aléatoire représentant le nombre d’expériences ot on tire deux boules
de couleurs différentes. Chaque expérience est répétée de fagons indépendantes n fois et
chacune d’elles comporte deux issues : « les deux boules sont de couleurs différentes »
(succes de probabilité P (D) = 2) et « les deux boules sont de la méme couleur » (échec).

C’est donc un schéma de Bernoulli et donc, Y — £ (n; %) (Y suit la loi binomiale de

parametre n et p = %)

Ainsi,



Soit :

<In0,01 (stricte croissance du In)

2
In- <0
3 car In

Ainsi, le plus petit entier tel que P (E) > 0,99 est n = 6.
4 La loi de probabilité de X est :

4k + 12
« P(X=0)=Pp, (B Pg, (N Py, (B Pxy (Ng) = ———F1—;
( 0) B1(2>+ B1(2)+ N1<2)+ N1( 2) 14k +21°

3

e P(X=1)=-;

( ) 77

4k
CPX=2= o

Ainsi, 'espérance mathématique de X est :

E(X)=0xP(X=0)+1xP(X=1)+2xP(X=2)
6k + 9 8k

ko1 14k 21
14) + 9

14k + 21
14k 4+ 21 — 12

14k + 21
12

14k +21

12

O -
D4k 1 21

> 0 donc E (X) < 1.

B Corrigé de I'exercice 8.

1 P(DNO)=P (ﬁ) xP(0) =(1-0,05)x0,1=0,095 car D et O sont indépendants, sont
D et O le sont aussi.
Donc la probabilité pour que Jeanne oublie son portable chez elle et qu’il soit déchargé est
égale a 0,095.

2 PDODuO)=PD)+P(O)—P(DNO)=0,05+0,1—0,005=0,145.
Ainsi, la probabilité pour que Jeanne ne puisse pas se servir de son portable un jour donné
est égale a 0,145,

3 On note X la variable aléatoire représentant le nombre de fois ou Jeanne a oublié son
portable chez elle. X suit la loi binomiale de parametres n = 5 et p = 0, 1 car nous répétons
5 fois de fagon indépendante un schéma de Bernoulli (regarder si, un jour donné, elle a
oublié son portable ou non).
Ainsi, P(X>1)=1-PX=0)=1—(1-p)® =0,40951.
La probabilité pour que Jeanne oublie au moins une fois son portable chez elle est alors
égale a 0,40951.
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B Corrigé de I'exercice 9.

« P(O)=0,7;
« P (A) =0,55 donc P (A) = 0,45;
e Po(A)=0,4.

Ainsi, Po (A) # P (A) donc A et O ne sont pas indépendants.

B Corrigé de I'exercice 10.
L Pp(T)=0,4et Py (E) =0,4.
2 PE)=P(T)xPr(E)+P(R)xPr(E)+P() x P (E)
=0,35x0,4+0,25x0,6+0,4 x 0,75

P (E) = 0,59
P(INE) 0,4x0,75
3 Pp(l) = = ~0,51.
e (D) P (E) 0,59 :

4 P(I)=0,4+# Pg(I) donc E et I ne sont pas indépendants.
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Enoncés

Nombres complexes

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

o Exercices d'application du cours

0 Exercices de réflexion

22 novembre 2016

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

B Exercice 1. Ensemble de points *kiriete @

(Source : ts-complexes-09) Corrigé page 152

Le plan est rapporté au repere (O; 4, 7).
On considere les points A, B et C d’affixes respectives :

zA:—l—{—i\/g : zB:—l—i\/g : Ze = 2.
1 a. Vérifier que
ZB — ZC iT
—_— = e 3,
ZA — 2C

b. En déduire la nature du triangle ABC.
c. Déterminer le centre et le rayon du cercle I'y circonscrit au triangle ABC.

2 «. Etablir que I'ensemble 'y des points M d’affixe z qui vérifient
2(z4+2)+22=0

est un cercle de centre 2 d’affixe —2.
Préciser son rayon.

b. Vérifier que les points A et B sont éléments de I's.

B Exercice 2. Application complexe f(z) = Zz_f;;i *hKhtete @

(Source : ts-complexes-01) Corrigé page 153

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O; @, ¥), unité graphique 4 cm.
Soit f la fonction qui, a tout nombre complexe z différent de —21i, associe :

z—2+1

Z=1z)= z+2i

On appelle A et B les point d’affixes respectives zy =2 —iet zg = —2i.

1 Siz=ux+1y, x et y étant deux réels, exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de Z
en fonction z et y. En déduire la nature de :
a. I'ensemble E des points M d’affixe z tels que Z soit un réel;
b. I'ensemble F des points M d’affixe z tels que Z soit un imaginaire pur éventuellement
nul ;
c. I'ensemble G des points M d’affixe z tels que |Z| = 1.
2 Déterminer les ensembles E, F et G sans utiliser les parties réelle et imaginaire de Z.
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3 Représenter ces trois ensembles.

4 Calculer |Z — 1| x |z + 2i] et en déduire que les points M’ d’affixe Z, lorsque le point M
d’affixe z parcourt le cercle de centre B et de rayon v/5 sont tous sur un méme cercle dont
on précisera 'affixe du centre et le rayon.

B Exercice 3. Racines n-iémes de I'unité *xkrk @

(Source : ts-complexes-02) Corrigé page 154

Soit n un entier naturel non nul.
On appelle racine n-iéme de ['unité tout nombre complexe z tel que z" = 1.
On note U,, 'ensemble des racines n-iémes de I'unité. Par exemple, Uy = {—1;1}.

1 a.

Démontrer que U,, = {e%, ke{0,1,2,...,n— 1}}

b. Démontrer que la somme des racines n-iemes de I'unité est nulle.

B Exercice 4. Calcul des valeurs exactes decos =

Démontrer que, dans un repere orthonormal (O; v, 7), les points Ay (0 <k <n-—1)
d’affixes respectives wy = e“»™ sont les sommets d’un polygone régulier.

. Soit Z € C. On appelle racine n-ieme de Z tout nombre complexe z tel que 2" = Z.

Soient R =| Z | et © un argument de Z.
Démontrer que Z admet les n racines n-iémes suivantes :

VRERHEE) | 0<k<n-—1
Soit f la fonction polynome définie par f(z) = z* + 1.

Déterminer les racines quatriemes de (—1) puis en déduire que f peut s’écrire comme
un produit de deux fonctions polynoémes de degré 2 a coefficients réels.

.. Soit z un nombre complexe tel que 1 + z* 4 28 = 0.

Démontrer que z est une racine douziéme de 'unité.

cos 2T et cos iF 1.0.0.0. GA¢ 0

57 5 5

(Source : ts-complexes-03) Corrigé page 155

1 Résoudre dans C x C le systeme :

u+v= —%
uv = —%
2 On pose w = ‘5. Démontrer que 1+ w + w? + w? + w* = 0.
L 27 47 1
En déduire que cos — + cos — = ——.
5t 5 2
3 Démontrer que :
27 47 2 Ar 2
COS — COS — + SIn — Sl — = COS —
) 5 ) 5 5
et
2 47 L 2w Aw 47
COS — €OS — — sin — sin — = cos —.
5 5 5 5) 5
P . 27 Y — 1
En déduire que cos < cos 3 = —7.

5 Démontrer alors que :
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6 Pour cette question, on admettra que pour tout nombre a,
cos2a = 2cos’a — 1.

Déduire de la question précédente que :

o™ 3+45
cos” — = ,
5 8

. P 7
puis en déduire la valeur exacte de cos =

B Exercice 5. Théoréeme de Van Aubel *k kv @

(Source : ts-complexes-04) Corrigé page 158

Soit ABCD un quadrilatere quelconque de sens direct.
Sur [AB], [BC], [CD] et [DA], on construit quatre carrés (extérieurs & ABCD) de centres res-

pectifs P, Q, R et S.
Le but de I'exercice est de démontrer que les diagonales de PQRS sont perpendiculaires et de
méme longueur.

On note a, b, ¢, d, p, q, 7 et s les affixes respectives des points A, B, C, D, P, Q, R et S dans
un repere orthonormé (O; U, 7) de sens direct.

a —ib

1—1°

1 Démontrer que dans le carré construit sur [AB], ona: p =

Etablir des relations analogues pour g, r et s.

s—q .
puis conclure.
r—p

2 Calculer
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B Exercice 6. Point de Vecten *kkirvr @

(Source : ts-complexes-05) Corrigé page 158

Soitt ABC un triangle quelconque de sens direct.
On construit trois carrés de centres respectifs P, Q et R qui s’appuient extérieurement sur les
cotés [AB], [BC] et [CA].

On note a, b, ¢, p, q et r les affixes respectives des points A, B, C, P, Q et R dans un repére
orthonormé (O; @, ¥') de sens direct.
1 Démontrer que les triangles ABC et PQR ont le méme centre de gravité.
a —1ib
1—i

2 Démontrer que dans le carré construit sur [AB], on a : p =

Etablir des relations analogues pour ¢ et 7.

3 Démontrer que les droites (AQ) et (PR) sont perpendiculaires.
En déduire que les droites (AQ), (BR) et (CP) sont concourantes. Ce point de concours
est appelé le point de Vecten du triangle ABC.
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B Exercice 7. Théoréme de Napoléon *hkkktr @

(Source : ts-complexes-06) Corrigé page 159

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; @, U)de sens direct.

Partie A
On note j = e'3. Soient U, V et W trois points du plan d’affixes respectives u, v et w.

1 Démontrer 'équivalence suivante : UVW équilatéral de sens direct <= u—v = —j*(w—v).

2 Démontrer 'équivalence suivante : UVW équilatéral de sens direct <= u + ju + j?w = 0.
Partie B

Soit ABC un triangle quelconque de sens direct. On construit les points P, Q et R tels que
BPC, CQA et ARB soient équilatéraux de sens direct.
On note U, V et W les centres de gravité respectifs de BPC, CQA et ARB.

Démontrer que UVW est équilatéral de méme centre de gravité que ABC.

R
Q
A
B C
U
P
B Exercice 8. Equation a coefficients complexes et application *hkkxk @
(Source : ts-complexes-07)
Partie A

On considere dans C I’équation :

1 i
(B): = 2 VBrtl4i=0  oui=-1.
1 Soit P(2) = 22 — V32 +1+1.
Montrer que le discriminant de P est : A = —1.

2 On note A et B les points d’affixes z4 et zp, ou z4 est la solution de 1’équation (F) dont
la partie imaginaire est la plus grande.
Donner I’écriture algébrique de z4.
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34
3 Calculer arg ({ + 1).
—1i
4 En déduire I'écriture exponentielle de z4.
oM

5%
5 Donner alors une valeur exacte de cos 1 et sin 1

Partie B

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O; 4, 7).
On considere 'application F définie par :

F: C — C
V3 V3

2 o —(1—i)22+ —(1+1i
(10— 02+ L2+
1 Montrer que chercher les points fixes de F, ¢’est-a-dire les nombres z tels que f(z) = z, est
équivalent a résoudre 1’équation (E) de la partie A.
Donner alors les points fixes de F.

2 On note 2/ = F(z), ou z = = + it est affixe d’'un point de la droite parallele a 1'axe des
ordonnées passant par A.
3—1
a. Montrer que z = \/_2 :

b. Montrer que 2z’ = a + ib, ou :

V3 3-v3, V3, V3

— t——t" et b=-—
+ e 6+

13-
—+ \/§t+@t2.
4 6 6

1
2 4 6 6
3 A l'aide d’un logiciel, nous avons tracé I’ensemble des points d’affixe 2’ pour t € [—3;2].

4 -

2. L

Expliquer comment, a ’aide de cet ensemble, construire uniquement au compas le point A.

B Exercice 9. Construction d’un pentagone régulier *h Ak @
(Source : ts-complexes-08)

—>

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal (O; @, ¥). L'unité graphique est 4 cm.
On pose :

127
w=e€ 5.

1 Simplifier w® puis calculer 1 +w + w? + w? + w.
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2 Monter que pour tout nombre complexe z non nul,

1 1\2 1
2<1+z+z2~|—23+z4):<z+) +(z+>—1.
z z z
3 a. Résoudre dans C 'équation :
7P+ Z—-1=0.

b. En déduire la valeur exacte de cos <2;>

4 On note K, A et B les points d’affixes respectives —i, ;i et w.
Soit & le cercle de centre K passant par A.
a. Déterminer une équation cartésienne du cercle % .
b. Le cercle € coupe l'axe (O ;@) en deux points H et H’ (H étant d’abscisse positive).

2
Montrer que H a pour abscisse cos (5)

c. En déduire une construction géométrique simple sur point B.
Achever la construction du pentagone régulier de centre O dont B est un sommet.

2

B Exercice 10. Application z — = *hx e @

z

(Source : ts-complexes-10) Corrigé page 164

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O ;@ , U). Soient A, B et C les
points d’affixes respectives i, 1 4+iet —1 —1i.
On appelle f l'application du plan privé de A dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z
(z # 1) associe le point M’ d’affixe 2’ définie par :

2

z
7 =

i—2
1 a. Placer les points A, B et C sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure de

I’exercice. Que peut-on dire des points B et C?

b. Déterminer les affixes des points B’ et C’ images de B et C par 'application f.
Placer ces points.

2 Déterminer les affixes des points invariants par f (les points M vérifiant f(M) = M).
3 L’application f conserve-t-elle I'alignement ? le milieu ?
4 Onpose z=x+1y et 2/ =2’ + 1y avec x, y, ©’ et 3y réels.
a. Démontrer que :
,_ —w(@®+y’ —2y)
2?4+ (1 —y)?
b. En déduire ’ensemble & des points M(z) tels que 2’ soit un imaginaire pur.
Représenter ’ensemble &.

B Exercice 11. Cocyclicité *hx ke @

(Source : ts-complexes-11) Corrigé page 166

1 Soient quatre points A, B, C et D d’affixes respectives a, b, ¢ et d.

En considérant les angles (A_C) , E) et (B_(f , ]ﬁi), montrer I’équivalence suivante :

(d—a)(c—Db)

d=b)c—a) <%

A, B, C, D cocylciques <=
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On consideére maintenant le4s quatre points A, B, C et D d’affixes respectives a = 4+4i, b = 6+2i,
c=2ietd=3+1i+10e" .
2 Montrer qu’ils sont cocycliques.

4
3 Déterminez le nombre w tel que arg(d — w) = %

4 Montrer que le point €2 d’affixe w est le centre du cercle sur lequel se trouve A, B, C et D.

5 Montrer que le triangle AQC est rectangle en (2.

B Exercice 12. Application z — 14E-z *hhxtc @

(Source : ts-complexes-12) Corrigé page 168

On rapporte le plan complexe & un repere orthonormal direct (O; U, 7).
On considere I'application complexe de C\ {—1} dans C définie par :

1 Soit A le point d’affixe zp =1 +1.
Déterminer f(za) sous sa forme algébrique.

2 Déterminer les invariants de f, c’est-a-dire les nombres complexes z = x + iy tels que
f(z) ==z

3 On considere le cercle I" de centre O passant par A.
a. Mettre z5 sous la forme exponentielle.

b. On considére un point M d’affixe 2y = v/2¢?, 0 € [0;27] sur I'.
Montrer que :

4cos? 4+ +/2cosf — 2 B sin(v/2 + 4 cos )

f(o) = 3+ 2v/2cos b ' 3+ 2v/2cos b

c. On note & 'ensemble image de I' par f.
Montrer que & est symétrique par rapport a laxe (O; o).
d. On a tracé 'ensemble & pour # variant de 0 a w. Compléter la figure afin d’obtenir &

en entier, puis tracer I'.
A

/N

Y
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1.
1 ZB — 20 _ ~1-iv3-2
Cza—z2c —14ivV3-2
-3 —1iV3
~3+1v3
(5
- (-3+1v3) (-3 -iv3)

~ 6+6iV3
12
C1+iV3
2
1
L V3
2 2
2B — ZC iz
= e 3
ZA — RC
: 44 , . ZB — Z¢C ‘7 T
b. De la question précédente, on déduit que arg ( ) = arg (e‘s) _
ZA — Zc 3
Or, arg (22=2C) = (GX, TB). Done, (GX ) = T
zZA — R2C 3

De plus, 24 = Zp, ce qui signifie que A et B sont symétriques par rapport a (O; u),
et C se trouve sur (O; @) donc CA = CB. Le triangle ABC est donc isocele en C. Et

T
comme |’angle au sommet principal est égal a 7 on en déduit que ABC est équilatéral.

c. Si z représente 'affixe de ce centre :

zZa+ 2B+ 2¢
3
=0
Ainsi, O est le centre du cercle circonscrit a ABC.
Le rayon de I'y est donc OC, soit 2.
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2 a. Posons z = x + iy. Alors,

22+2)+22=0e 2 +iy+2—1iy) + (v +iy)(z —iy) =0
Sdr+at+y* =0
S(@+2)2—4+(@y—-072=0
S@+2)?>+(y—-072=2°

Ainsi, I’ensemble des points M(x ; y) vérifiant ’équation est le cercle de centre Q2 (—2;0)
et de rayon r = 2.
b. On remplace z par z4 dans l'expression 2(z + %) + 2% :

2(24 +Z2) + 24Z4 = 4R (24) + |24
= 4+ (-1’ + V3
=—4+4
=0

24 satisfait ’équation donc A € T's.
Comme zp = Z4 et que ’équation est symétrique en z et zZ, B € I's.

B Corrigé de I'exercice 2.
[z —2+i(y+ 1)](z — (y + 2)i)

R R e ey e
2@ =2)+(w+ Dy +2) +ifzly+1) — (z - 2)(y + 2)]
22— (y —2)?
_I2+y2—2x—|—3y—|—2e (7)) — —x+2y+4
Donc R(Z) = (=2 t (Z)_—xQ—(y—2)2'

a. ZeER&F(Z)=0=—x+2y+4=0.
Ainsi, E est la droite d’équation cartésienne —x + 2y + 4 = 0.
2
b Z=k, kER=R(Z) =0 (x— 12+ (y+3) = (L)
F est donc le cercle de centre d’affixe 1 — %i et de rayon é
c. | Zl=1=|z—za| = |2 — 25|
G est donc la médiatrice de [AB].
2 a. arg(Z) = (EM,A—I\_/D ZeR=arg(Z) =0 mod 7 = (EK/I),A—I\_/D =0 mod 7.
Donc, A, B et M sont alignés. E est donc la droite (AB).
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b. Z=Fki, keR=arg(Z) =7} modwi(ﬁ,m)zg mod 7.

Ainsi, BAM est un triangle rectangle en M. Donc F est le cercle de diameétre [AB].
c. |Z|=1=|z—za] =]|z— 25|
G est donc la médiatrice de [AB].
94— _9_j
A P e Ddonc |Z —1 x [z 42 =|—2—i=vIT1=15
z 4 2i z+2i .
SiMe ‘K(B VE) alors z = zp + /5" et donc |z 4 2i| = |v/5e’| = v/5.

Ainsi, |Z — 1| = 1. Donc M’ sera sur le cercle de centre d’affixe 1 et de rayon 1.

B Corrigé de I'exercice 3.
1 a. Dans un premier temps, pour tout wy = e, k € {0,1,2,...,n — 1}, wl = e?*™ = 1.

Donc les éléments de U,, sont bien des racines n-iemes de ['unité.

Réciproquement, tout nombre complexe z = re, 6 € [o; 27|, r € R, , étant une racine
de I'unité vérifie égalité : r"e™ = 1 (par définition) c’est-a-dire r"e™? = ¢,

Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leur module sont égaux et
leur argument sont aussi égaux (modulo 27). Donc :

rt =1
nb = 2kn. k € Z
Soit :

— 2km
g_n

{r—lcarr€R+

Or, nous avons pris ¢ dans U'intervalle [0; 27[ donc 0 < k < n. Ainsi, si z est une racine

N Lz s ;. 2ikm N . .
n-ieme de 1'unité, il s’écrit e™» ou k est un entier compris entre 0 et n — 1.
2ikm

Ainsi, [Un:{wk:e n ,k€{0,1,2,...,n—1}}.

b. Notons w = e . Alors, U, = {wk, ke{0,1,2,...,n— 1}}
La somme des racines n-iémes de 'unité est donec :
o 1=wm

WO w4 = 7 =0 car, par définition, w" =1
—w

c. Pour k€ {0,1,2,....,n—1},ona:

en ayant noté, par commodité, w, = wg=1et A, = Aq.
On en déduit alors que le polygone AgA; ... A, _; est régulier.
2 a Soitz=re? €cC.Ona:

M= 7 e r"emg:Rei@ § {

Les racines n-iemes de Z sont donc les n nombres {l/ﬁei(%r%%), ke{0,1,2,...,n—1}.

b. Les racines quatriémes de 'unité sont : 1, —1, ¢ et —1.
On connait une racine particuliere de —1 : e'i. Les racines quatriémes de —1 sont
obtenues en multipliant les racines quatriemes de I'unité par la racine quatrieme par-
ticuliere :



c’est-a-dire :

Or, les racines de #* + 1 sont précisément les racines quatriémes de —1 d’oit :

flz) = rt+1= (x — ei%> (l’ — e’i%) (3: — e"%ﬂ) (x — e*i%’r)

Soit : ;
flz) = (IB2 - 2xcos% + 1) (3:2 - 2$COSZ7T + 1)

f(z) = (:v2 — V2 + 1) (x2—|—x\/§+ 1)

c. On sait que 1+ z* 4 28 = 0. Donc, en multipliant par z, 2% et 2%, on a :

z4+2°4+22=0 ; 24040 =0 242421 =0

En sommant les quatre égalités, on a :

1— 212
=0 ,
1—=z
soit :
A2 =1
z est donc une racine douziéme de I'unité.
W Corrigé de I'exercice 4.
1 Par substitution, on a : v = —u — % (d’apres la premiere équation). Ainsi, la seconde

équation nous donne :

d’otu :
du? +2u—1=0.

Le discriminant du membre de gauche est : A = 20, d’ou les deux solutions suivantes :

—-1-+5 —1+5
—_— ; Uy = ———.
4 ’ 2 4

Uy =

On en déduit alors les valeurs de v correspondantes :

1 —14++5 1 —-1-+/5

M=—U — == —"— ; Vg = —U2— 5 =

2 4 2 4

Le systeme admet donc deux couples de solutions :

(2 )
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Il s’agit ici de la somme des 5 premiers termes d’une suite géométrique de raison w donc :

1 —w®

14w+ +d+0t = 1 =0 car w® = 1.
—w
On a alors :
- 27 -4 -6 - 87
1+e's +e'5 4e'5 +e'5s =0,
soit :
2m A am 6
1+e's +e'5 e s e s =0.
Ainsi : 5 A
1+ 2cos g + 2 cos % =0 (Formules d’Euler) ,
soit :
27 L 47 1
COS — 4+ cos — = —— |.
5 5 2

En utilisant les formules d’additions trigonométriques, on a :

2 47 2 Arx (47‘[‘ 27r> 27
cOS — cOS — +sin —sin— =cos | — — — | = cos —
5 5 5 5 5 5 5
et :
2 47 2 4w (47? 27T> o —4m 47
COS — Cc0S — — Sin—sin— =cos | — + — | = cos — = cos —— = cos —.
5 5 5 5 5 5 5 5 5

En ajoutant membre & membre les égalités de la question précédente et en utilisant la
question 2, on a :

Lo T oo™ won oo P eos 4T _ 1
2— COS5COS5 ou COS5COS5— 4

En posant u = cos %” et v = cos %”, on arrive au méme systeme que celui de la question 1.

Or, u > 0 et v < 0. On en déduit que le couple solution est :

et cos — =

L égalité cos2a = 2cos® a — 1 lorsque a = g donne :

2
Cosi:20082g—1,

soit

COS2E = 1 (COS27T+1>
5 2 5 '

D’apres la question précédente, on peut alors écrire :

1 /-1 5)
cos27r:<+\/_+1>

5 2 4
o T 3+5
cos” — =
5 8
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Or, 0 < % < g donc Cos% > (0. D’ou :

cos— /3+ \/3—1- ‘

V3 + V5 =a+ b/
345 = (a+b\/5)2:a2+5b2+2ab\/5.

Par identification, on obtient alors :

Posons :

Alors,

3 =a®+5b? nombre entier
1 =2ab coefficient de v/5

De la seconde égalité, on a :

1
b= —
2a
et donc, de la premiere, on déduit :
5
3=ad’+ —
a” + 102

soit :
4a* — 124> +5 = 0.

En posant A = a?, on obtient :
44”7 —12A+5 = 0.
Le discriminant du membre de gauche est :
A=144 -4 x4 x5=064.

Il y a donc deux solutions a la derniere équation :

12 —
aol=vE_ 1 s
8 2 2
On a alors :
1 1 V5 NG
a=—= Oou a = ——— : Ay = ——= OU Gy = ———
1 o) 1 NG 2 NG 2 o)
1 V2
Prenons ¢ = — = —.
2 2
Alors, b—i—i:@.
20 /2 2

Ainsi, \/34+ V5 =

soit :
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B Corrigé de I'exercice 5.
1 Par construction, on peut dire que A est 'image de B par la rotation de centre P et d’angle

T
—. D :
5 onc
a—p=i(b-p)
Sa—ib=p—ip
- _a—ib
pP= 1—1

De méme, on obtient :

Donc arg S :zet‘s—q
r—p 2 r—p
On en déduit que (PR) et (QS) sont perpendiculaires et que PR = QS.

= 1.

B Corrigé de I'exercice 6.
T
1 A étant I'image de B par la rotation de centre P et d’angle 5 on peut écrire : a—p = i(b—p).
De méme, b —qg=i(c—q) et c—r=1i(a—r1).
En additionnant membre a membre ces trois égalités, on a :

at+btce—(ptg+r)=ila+b+c—(p+q+r)),

soit :
a+b+c=p+qg+r.

—ib
2 De I'égalité a — p = i(b — p), on en déduit que p = al !

b—ic c—1ia
— et r = —.
1—1 1—1

De méme, a partir des autres égalités, on a : ¢ =

3 Ona:
r—p c—a+i(b—a)
g—a b—a+ila—c)
Ainsi (PR) et (AQ) sont perpendiculaires (donc (AQ) est la hauteur issue de A de PQR).

Par un raisonnement analogue, on démontre que (BR) et (CP) sont les deux autres hauteurs
de PQR.

(AQ), (BR) et (CP) sont donc concourantes.
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B Corrigé de I'exercice 7.

Partie A

1 UVW est équilatéral de sens direct donc U est I'image de W par la rotation de centre V et
d’angle 7. Ainsi :

wlx

u—v=e3(w—v)=—j*(w—v)
La réciproque est triviale.

2 D’aprés ce qui précéde, on a u — v = —j?(w — v). Donc u + (=1 — j*)v + j>w = 0. Or,
1+j+j*=0donc u—+jv+j?w=0.

Partie B

Par hypothese, on a :

a—w=]jb—w) (VIL.1)

b—u=j(c—u) (VIL.2)

c—v=jla—v) (VIL.3)
D’ou :

at+b+c—(u+v+w)=jla+b+c— (u+v+w)).

Donc :

a+b+c=u+v+w.
Ainsi, ABC et UVW ont le méme centre de gravité.
De légalité (1), on déduit :

a—]
w = —.
=]
De légalité (2), on déduit :
b—jc
u= .
1—]
De 1égalité (3), on déduit :
c—ja
v = -
=]
D’ou : S
u+ju +jPw = it Ll _‘],C+‘] €Ty,
=]
Donc UVW est équilatéral de sens direct.
B Corrigé de I'exercice 8.
Partie A

1 Le discriminant de P est :

A = b — dac

A:(—\/§)2—4>< 12_1><(1+i)
A=3-2(1-1)(1+1)
A=3-2(1+1)

A=3-4
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Les racines de P sont données par les formules :
—b—1,/|A] —b+1iy/|A]
2a ’ 2a

Ainsi, comme z4 est la solution de (F) ayant la plus grande partie imaginaire :

V34

AT 1
C(VB+i) (1)
(=) (1 +1i)
CV3-1 VB+1

R

arg(z,) = arg (%) = arg (\/3 + i) —arg(l —1i). Ainsi :

_7T+7T
6 4
5%
arg(zA)—E
™ V3 +i
ya =
4 1—1
VB
1=
V3 1
2|5+ 3
_l‘ﬁ_ﬁ‘
2172 2
2
-2
2
-2
Ainsi, | z4 = V2eTs |
Nous avons :
5 5 3—1 341
=2 (COS 1—7; +isin 17;) = \/_2 + i\/_;_ (d’apres la question 2).
Donc :
5m V3 -1 5 W3+1
COS — = : sin — =
12 2/2 12 2v/2
5 V6—V2 _5m V6+V2
oS — = ———— : sin — = —————
12 4 12 4

Partie B
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1 Soit z un point fixe de F; par conséquent, z = F(z). Or :
z=F(z) :)z:g(l i)z? +\[(1+1)
= 3z =112 4 (1+1)
= 0=1122— V324 (1+])

— (F)

Ainsi, les points fixes de F sont z4 et zp.

2 a. Ladroite paralléle a 'axe des ordonnées et qui passe par A a pour équation z = R (24).

-1
Or, nous avons vu dans la question 2 de la partie A que R (z4) = V3 .
Ainsi, si z = x + it est I'affixe d’un point de la droite passant par A et parallele a I'axe
-1
des ordonnées, alors x = V3 :
b. 2/ =F(z)
2
—1
:?(1-1)(*@ +it> +\é§(1+1)
V3-1\" ., V3-1.\ V3 V3
Yo ix? it)? 4 2 it | + 22 422
(6 )(( 5 + (it)* + 5 —1—3—|—13
V3 V3 V3 V3 V3
— —i— | |1 = =t —1)it — +i—
(6 G 7 —l—(\/g )1 + 3 +1 3
VB 1 VB, VB(VA-1) VB 1 VB, V3(VB-1) V3
= - == it—1—+--it+ti—t"+——t+ —
6 4 6 6 6 4 6 6 3
1 3 — 1
:\/g_,_ﬁtQ_F \/§t+£+i 3 \/§t+§+— ﬁ @
6 4 6 6 3 6 6 4 6 3
1 — 1 —
—ﬁ—ﬁtg \/gt—ﬁthLi §+7+3 \/§t+£t2
2 4 6 6 6 4 6 6

3 L’affixe du point A est un point fixe de JF ; par conséquent, le point A est sur ’ensemble
tracé. Or, z4 = \/_ 2e 1z donc A appartient au cercle de centre O et de rayon V2, c’est-a-dire
au cercle de centre O passant par le point de coordonnées (1;1).

Ainsi, A est le point d’intersection de ce cercle avec I'ensemble tracé, dont 1’abscisse est
positive.

B Corrigé de I'exercice 9.
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1+ w4+ w* +w® +w' =

2 On développe le second membre de 1’égalité :

1\2 1 1 1
<z+> —|—(z+>—1:z2+2—|—2+z—|——1
z z

, 1 1
=2+ S +z2+-+1
z V4

1 1 1
S(l+z+2+2+2Y) =S5 +>+1+2+22
22 22z

On a donc bien :

1 1\2 1
S(+z+2+2+2) =(242) +(2+2) -1
22 z

3 . Le polynéme Z% + Z — 1 a pour discriminant :
A=1>-4x1x(-1)=5.

Il admet donc deux racines distinctes :

leﬂ 5 —L+V5
2 2= —F

b. D’apres la question 1,
l4w+w+w+w*=0,
donc 1
—2(1+w+w2—|—w3—|—w4) =0,
w

soit, d’apres la question 2 :

soit : , 2 ,
(e‘? + e_l?ﬁ) + (el?w + el?ﬂ) —1=0
Or,
i2?7r+_12?7r 27T+.' 27T+ < 27T>+._ < 27T>
e e =cos — +isin— +cos (—— | +isin ( ——
5 5 5 5
2m
=2 —.
cos —
Donc,
2m\? 2
<2€08;> +2005%—1:0. (1)
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2T
2 cos = est solution de I’équation Z?+ 7 —1 = 0 donc, d’apres la question précédente :

2r  —1-+/5 21  —1++/5

208 — = ———— ou 2cos —
5 2 5 2
soit
21 —1-+5 2r  —1+56
Cos =1 ou Cos =1
2T 2 T
O — >0 0< — < —=dou:
r,cos5 car 3 5 ou
2 —1++/5
cos — =
5 4

. Une équation cartésienne d’un cercle est de la forme :

(SU—JTO)QJF(Z/—Z/O)Q:Tz,

ou (zo;yo) sont les coordonnées du centre et r son rayon.
Ainsi, une équation cartésienne de % est :

2y e
TTTy) TY T 16

En effet,

11
16 4
_ 2
16’

. On prend y = 0 dans ’équation du cercle :

(c+1) -2
1) T 16

x2—|—1x—1—0
27 4

soit

T

équation qui admet cos = pour unique solution positive d’apres I’équation (1) trouvée

dans la question 3.b.

>. On trace le cercle ¥ qui coupe 'axe des abscisses en un point M d’abscisse positive
27

coS —.

5
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On trace ensuite le cercle unité puis la perpendiculaire a ’axe des abscisses passant par

M :
I B
] A E
B Corrigé de I'exercice 10.
1 a. Voir figure en fin de correction.
B et C sont alignés car zp = —z¢.
b. B’ a pour affixe :
(1+41)?
ZB' = T
i—(1+1i)
C1+2i-1
-1
zZpr = —2i

C’ a pour affixe :

(—1-1)
i—(—1-1)
14+2i—1

1+2i
L 2i(1 - 2i)
(14 2i)(1 — 2i)
_ 2i44
RLEST

zZor =

ZC/:5+51

2 On résout I'équation f(z) = 2 :

22

fz)=z«< =z

i—z
22 =2(1-2)
S22 —iz=0
S z2(z—1)=0
S 2=0 ou z=i

Or, z =1 est impossible (valeur interdite de f).
Par conséquent, f n’admet qu'un point fixe : O.

3 Les points B, O et C sont alignés mais leurs images ne le sont pas : f ne conserve donc pas
I’alignement donc ne conserve pas le milieu.
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4

(z +iy)?

a. © +iy =
L P
2=y 4 2ayi
 —r+(1—vy)i
(@ =y + 2ayi)(—x — (1 —y)i)
(—z4+ (1 =y)i)(—z — (1 —y)i)
_ —a(@® =) 4 2ay(1 —y) + (22%y — (1 —y)(2? — ¢?)i
(—z)2 4+ (1 —y)?
Ainsi,
, —x(@® —y?) 4+ 2xy(1 — y)
T = ,
2?2+ (1—y)?
Soit
, —x(@® —y?) —2zy(y — 1)
r = )
2?2+ (1—y)?
Oou encore .
o —x(z? — y* 4+ 2¢y* — 2)

c’est-a-dire :

2?4+ (1 —y)?

,_

—x(2? +y? — 2y)
72+ (1 —y)

b. Pour que 2’ soit un imaginaire pur, il faut 2’ = 0 soit :

—z(x* +y* —2y) =0

Ainsi, & est I'union de 'axe (O;
en bleu dans le repére).

z=0

ou

24+ —2y=0

rz=0

ou

(x =02+ (y—12%=12

) et du cercle de centre A et de rayon 1 (représenté
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W Corrigé de I'exercice 11.

B/

1 On sait depuis le college que quatre points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si
ils forment deux angles de méme mesure qui interceptent le méme arc de cercle.

A

D

. ’ 7’ z 7/ 7 = = = g
En considérant, comme suggéré dans I’énoncé, les angles (AC , AD) et (BC , BD), on peut
alors écrire :

2 Calculons :

A, B, C, D cocycliques < (Ké,_A_]_j)

@arg(

(]_3_6,]_3_]3) mod 7

d—>b
:arg< b> mod 7

C —

SH

—a

— |

c—a

d— d—>b
<:>arg< a)—arg( >:O mod 7
c—a c—0b

A, B, C, D cocycliques <

mrg(g—f‘g):o mod 7

@arg@:zx;:’;) 0 mod

cvn{(E) -0 i
o) <
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e d—a=3+i+V10es — 4 — 4

4 4
:3+i+\/E(cos;T+isin;>—4—4i
—3+i—\/21_0—i\/§_0—4—4
:—1—\/ﬁ—i<m+3>

2 2
e« d—b=3+i+V10es —6—2i
:3+i—\/21_0—i\/§_0—6—2
:_3_“@_1(@“)
2 2
e ¢c—b=21—6-—-2i
~ -6
e c—a=21—4—4
— 49
Donc,
(d—a)(c—Db)
(d—b)(c—a)
10 30
S ()

SRR Y| P
6 + 3v/10 + i(3v/30 + 18)
T 12+ 2v/10 — /30 — 2 +1(2v/30 + 4 + 6 + V/10)
16+ 3v/10 +i(3v/30 + 18)| [10 + 2v/10 — v/30 — i(10 + /10 + 2v/30) |

~ [104+2v10 — v/30 + (10 + /10 + 2v/30)] [10 + 2v/10 — v/30 — (10 + /10 + 2v/30)]
Le numérateur devient :

(6 -+ 3v/10)(10 + 2v/10 — v/30) + (3v/30 + 18)(10 + /10 + 2v/30)
+1i(3v/30 + 18)(10 + 2v/10 — v/30) — i(10 + v/10 + 2v/30)(6 + 3v/10)

Sa partie imaginaire est :

(30v/30460v/3 —90+180+36v/10 — 18v/30) — (60 +30v/10+6v/104 30+ 12v/30+60+/3)

qui s’annule !
Par conséquent, le numérateur est réel, de méme que le dénominateur.

(d—a)(c—Db)
(d—"b)(c—a)
3 On peut constater que :

Donc, est réel, ce qui signifie que A, B, C et D sont cocycliques.

4im

d—(3+1) =+v10es

167



donc
arg(d — (3+1) = —
D'ou :
w=3+1.

4 D’apres la question précédente,

|d - w| = |v10eF| = V10

o |la—w|=4+4+4i—-3—1
= |1+ 3i
Vs
= V10

o |b—w|=642i—3—]
= |3 +1
= V10

o |c—w|=21—3—]
=|—3+i

= V10

Ainsi, QA = OB = QC = QD = /10, donc A, B, C et D sont sur le cercle de centre € et
de rayon v/10.
c—w
)

5 ((Z—A),Q—Cj = arg
21—3—1
—|—41 )

4

(=3 +1)(1 —3i)

(14 3i)( 1—31))

—3+3+i49i
o)

= arg

(a
(a5
arg <
(

T

2
Le triangle AQC est donc rectangle en €.

W Corrigé de I'exercice 12.

L f(ea) = ;;1
_1-iEe-i)
(2+1)(2 —1)
C1—i—2i4 12
4+
flen) = —i
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2

3

T+ 1y

f(z):z®m=x+1y

S —iy=(r+iy)(1+ 2z +1iy)

s —iy=r(l+z)+ivy +iy(l +2) —

Sr—iy=a+2°—y* +yi(2r +1)

s’ -y 4+ 2i(r+1) =0

o 2?2 —y?=0

y=0ouz+1=0

Les invariants de f sont donc : zy =0, 20 = —14iet 23 = —1+1i.
a. lza] = V12 +12 = /2.

b.

Donc zy = /2 (éﬁ + i?), Soit | zp = V26l |,
V26
flem) = H—\jﬁei@
(\/ﬁeie> (1 + \/56_19)
(14 v2e) (1+ v2e )
\/ie—i9+2672i9

- 3+ 2v/2cos b
~ V2cos0 4 2cos(260) — i(v2sin 6 + 2sin(26))
B 3+ 2v/2cos b
4cos?04+2cos —2  sinf(y/2+ 4cosh)
flzm) = —i
3+ 2v2cosb 3+ 2v2cosb

car cos(260) = cos? § — 1 et sin(260) = 2sin f cos 6.

Remarquons que la partie réelle de f(zy) ne dépend que de cos @ ; dong, elle est paire,
ce qui nous pousse a remplacer 6 par —f : on obtient alors :

f (ﬂe_ie) _ 4 cos?(—0) 4+ /2 cos(—0) — 2 B _sin(—0)(v/2 + 4 cos(—0))

3+ 2v/2cos(—0) T3 + 2v/2 cos(—0)
_400529+\/§COSG—2 isin(9(\/§—i-400$9)
B 3+ 2v/2cos b 3+ 2v/2cos

On constate donc que la partie réelle est inchangée et que la partie imaginaire est
devenue son opposée; cela signifie donc que & est symétrique par rapport a 'axe des
abscisses.

d. Par symétrie, on obtient :

Y
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Enoncés

Intégrales

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

o Exercices d'application du cours

0 Exercices de réflexion

22 novembre 2016

&) Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

W Exercice 1. Décomposition en éléments simples de f(z) = 55,5 *K¥Hw 0

(Source : ts-int-01) Corrigé page 175
Soit. f une fonction définie par :

1
x3—222 —hr+6

fx) =

1 Montrer que a = 1 est une racine du polynéme x® — 222 — 5x + 6.
2 En déduire ses deux autres racines, que l'on note [ et v, 5 < 7.

3 Déterminer les réels A, B et C tels que :

5
4 En déduire la valeur de / f(z) dz.
4

B Exercice 2. Trouver le cercle *kkirvr @
(Source : ts-int-02) Corrigé page 176

On considere l'intégrale :

4
I:/ Vixr — 2?2 dz.
0

Montrer que I représente 'aire d'un demi-disque, dont on donnera les caractéristiques, et cal-
culer I.

B Exercice 3. Volume d’un bouchon de péche KA tevere @
(Source : ts-int-03)

Un bouchon de péche est obtenu a partir d'une courbe que 1'on a fait tourner autour de ’axe
des abscisses.

|
—_
)
MIE

L’équation de la courbe est :


http://www.mathweb.fr

Calculer la valeur du volume V du bouchon.

W Exercice 4. Suite et intégrale : I, = [, = da *dk vt @

(Source : ts-int-04) Corrigé page 177

On consideére la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par :

1 nx
/ © dzx.
0o e*+1

. Calculer I et Iy + I. En déduire I,.

a
b. Exprimer I, + I,,,; pour tout entier naturel non nul n.
2 a. Montrer que (I,,) est croissante.
b

. Montrer que pour tout réel x compris entre 0 et 1, on a :

ena} enx 1

< < ze
e+ 1 et +1 2

nT

En déduire un encadrement de I,,.

I
3 En déduire lim I, et lim — .
n—+4o00 n—+4oo @l
B Exercice 5. Intégrale et suite définie par u, = 2 *hKhtete @

In(nm™)

(Source : ts-int-05) Corrigé page 178

1 Montrer que pour tout entier naturel n supérieur a 1, on a :
n n+1
/ Int dt < In(n!) </ Int dt.
1 1

2 Montrer que la fonction L définie par L(x) = xInx — x est une primitive de la fonction
x+— Inx.

3 On consideére la suite (u,),,-, définie :

Montrer que (u,),, converge et donner sa limite.

B Exercice 6. Suite définie par une intégrale *kkkkx @

(Source : ts-int-09) Corrigé page 179

On considere la suite (u) définie pour tout entier naturel n par :

un:/e (mf) dz.
1

T

1 n+1
1 On considere la fonction F,(z) = &

x
1 n 1 n+1
Montrer que F)(x) = (n+ 1)( na;) _ (Inz) .

x

2n+1

xr2

2 En déduire que up1 = ——5— + (n + L)u,.
e
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3 Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, on a :

nl & 2k
un:n!uo——QE —
|

e? i k!

4 En déduire que lim (UT;) = 0.

n—+oo \n !

B Exercice 7. [ e ™ sinx dx et [ e "® cosx dx
(Source : ts-int-10)

On considere les intégrales suivantes, définies pour tout entier naturel n :

us s
2 _ . 2 _
[n:/ e ™sinz do Jn:/ e " cosx dx
0 0

1 Calculer I et J,.
2 Soit n un entier naturel non nul.
a. On pose F,(r) = —e ™ sinzx.
Calculer F)(z) et en déduire que :

nl, —J, = —e "

b. On pose Gy,(x) = —e ™ cos .
Calculer G/,(x) et en déduire que :

I, +nJ, =1

c. En déduire la valeur de I,, et J, en fonction de n.

3 Calculer lim I, et lim J,.
n—-+00 n—-+00

B Exercice 8. ¢(z) = [; (llj:tt):; dt

(Source : ts-int-11)

On considere la fonction ¢ définie sur [1;+oo] par :

= Int
o) = [ T

1 Justifier 'existence de ¢.

3 Mont ! a, b, ¢
ontrer que —————- = —
T2 "t T tr1 1)
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3 Soit z > 1.

@ dt
a. Exprimer en fonction de x la valeur de / _—
1 t(t+1)2
Int
2(t+1)%
Calculer ®'(t) et en déduire une expression de ¢(x) en fonction de x.

Inz
c. Montrer que lim ——— =
! z—+00 (1 + x)2

En déduire que :

b. On pose ®(t) = —

lim ¢(x) = ; (ln2 - ;) .

T—+00

B Exercice 9. Approximation d’une aire *kirtere @

(Source : ts-int-12) Corrigé page 183

L’objectif de cet exercice est de déterminer une approximation de 'aire du domaine & défini
par :

ou

Vo € R, f(x) = (In(1 +z))>.
On note € la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O ; 77, 7), avec pour unité
graphique : || 7| = || 7|l = 10 cm.

Partie A : Etude des variations de la fonction

Déterminer la dérivée de f sur [0;+oo.

En déduire les variations de f sur [0;+oo.

Calculer f(0) et f(1), puis dresser le tableau de variations de f sur [0;1].
Calculer f'(0). En déduire I'équation de la tangente .7 & € au point d’abscisse 0.

OU = W N =

Tracer dans (O; 7, 7) € en faisant apparaitre la tangente 7.
Partie B : Calcul de I'approximation de I’aire
On considere :

k
e Les points Ay <1O ; 0) pour tout entier naturel k£ tel que 0 < k < 10;

k

o Les rectangles Ry de base [A;Ayy1] et de hauteur f (10> pour tout entier naturel k tel
que 0 < k£ <9.

1 Sur le graphique précédent, dessiner les rectangles Ry, 0 < k < 9.

Calculer la somme des aires des rectangles Ry pour k compris entre 0 et 9. On donnera le
résultat en unité d’aire et en cm? a 1073 pres.

3 On suppose que la fonction F' définie par :
F(z) = (z+1) [(In(z+1))* = 2In(z + 1) + 2|
est une primitive de f sur [0;1].

En déduire la valeur exacte, puis approchée a 1072 pres, de 'aire de 2.
Calculez I'erreur entre cette valeur et celle obtenue a la question précédente.
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B Exercice 10. Intégrale et fonction exponentielle Kk @

(Source : ts-int-13) Corrigé page 184

On considere sur [0; 4o00] la fonction f,, telle que :
fo(z) = a"e® , n € N.

On pose alors, pour tout réel x positif,
Fule) = [ fult) dt.
0

1 Montrer que pour tout entier naturel n > 1, F,(z) = 2"e* — nF,,_1(x).

En déduire que pour tout entier naturel n,

" (=1)Fn!
Fy(z)=¢"> ((n1—>k)"$n_k’

k=0

ou n! désigne le produit 1 x 2 x 3 x4 x -+ x (n—2) x (n—1) X n et ot 'on convient de
noter que 0! = 1.

B Exercice 11. Suite et intégrale *kkkkx @

(Source : ts-int-14) Corrigé page 185

1 On considere deux fonctions u et v dérivables sur un intervalle [a;b]. On pose alors f(z) =

A Taide de f'(z), montrer que :

On considere la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par :
I, = / (Inz)" de .
1

2 Pour tout entier naturel n, quel est le signe de I,, 7

3 Montrer que (I,,) est décroissante. Que peut-on alors en déduire ?

4 En écrivant (Inzx)” sous la forme z x i(ln x)" et a l'aide de la question |1, montrer que
pour tout entier naturel n :
Liygn+(n+ 1)1, =e.
5 a. En considérant cette derniere relation de récurrence pour n = 0 et n = 1, montrer que
Iy =1y— 1.
b. Calculer I.

c. Montrer que la fonction L définie par L(z) = xlnz — x est une primitive de la fonction
In.
En déduire la valeur de I, puis celle de Is.
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1.

1 Soit P(z) = 2® — 22? — 5z + 6. Alors, P(1) =1 =2 x 12 =5 x 14+ 6 = 0.
Ainsi, a = 1 est une racine de P.

2 De la question précédente, on peut conclure que P(X) = (z — 1)(2? + bx + ¢).
En développant, on a : P(x) =23 + bz’ +cx — 2> —br —c=2*+ (b— 1)2® + (c — b)z — c.
Par identification, on a alors :
b—1=-2
{ c—b=-5

—c=6
Soit b = —1 et ¢ = —6. Ainsi, P(z) = (v — 1)(2*> — x — 6).

Le discriminant du second facteur est A = 25, d’ou les racines suivantes :

1—vA 1 A
5o VA o +VA
2 2
Les trois racines de P sont donc « =1, = —2 et v = 3.
3 Déterminons les réels A, B et C tels que :
1 A B C
f($)_(x—1)(x+2)(x—3)_a:—1+a:+2+x—3
1 B(z—-1) C(z—1)
—1 = =A .
> (2= 1Dfl) (x +2)(x — 3) * T+ 2 * xr—3
Sixz =1, cela nous donne:—6:A.
1 Alz+2) C(z+2)
2 = = .
RN el v ey ey S
Siz=-2, celanousdonne:E:B.
B 1 Az —-3) Bz —3)
> @) = T ey T et T2 7O

Si x = 3, cela nous donne : 0= C.

Ainsi :




/5f(:c)d:v——1 5 dx +1/5 dx +1/5 dx

4  6Jax—1 15Js x2+2 10Js -3
1 5 1 1 5
:—é{ln(:v—l)]4+1—5{ln(a:—l—2)} +1—O[ln(x—3)]4

5
4

1 1 1
= —6(1n4—1n3) +T5(1D7—1H6) + E(ln2—ln1)

1 1 1 1 1 1

— Sln3—-In24+ —In7— —In2— —In3+ —1In2
g3 g2t et —qpn2=goind 4ol
1 3 1

3 — S 2+ —1
s m3- g2t pint

1 147
[
30 012

B Corrigé de I'exercice 2. Considérons la fonction f(z) = V4x — 2? définie sur [0;4].

Sa représentation graphique est un demi-cercle de centre A(2;0) situé au-dessus de I'axe des
abscisses.

En effet, on a :

y = Vdr—2? vy =0
y? = 4 —2? L,y =0
0 = 22— 4+ y? Yy =0
0 = (x—22—4+9> ,y=0
4 = (z—2)%+y? ,y =0

Cette derniere équation cartésienne est celle du demi-cercle de centre A(2;0) et de rayon r = 2.

2
r
Ainsi, I représente l'aire de ce demi-cercle. Donc I = 3 soit [ = 2.

B Corrigé de I'exercice 3. Par définition :

™

% :w/j (f(x))* dz

= a [ U@ A [ @)

-1 0

volume de la demie-sphére de rayon 1
2 bl
= 7+7T/ cos® x dx
3 0

2 7 /1 1
:g—l—w/; <2cos2x+2> dx

™
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W Corrigé de I'exercice 4.

1 x
1 a e« L) :/o exe—l—l dz = [ln(e””+1)};:ln(e+1)—ln2.

1
Ainsi, [I; = 1n (e;r ) )

Le* +1
. ] A[:/’ dz = [z]b.
o+ e z = [z,

1
On en déduit alors : Iy =1 — Iy, soit [ I =1 —In (e—i— ) :

1enz+e(n+1)x
b. I,+ 1, /—d.
+ipp1 = o + 1 T
1 gna 1
—/ (" + da:
et 1
1
:/ e"" do
0
1 nxyl
—ﬁ[e Jo

1
Ainsi, | [, + [,s1 = — (" = 1) |
n

Le® (e —1)
2 R —]n:/id.
e 0 e? + 1 *
Or, sur [0;1], on a :

enx>0
e =120
e"+12>20

Ainsi, I,,41 — I, > 0 donc (I,,) est croissante.

bh. 0< <1< e"<e® <el car t — el est croissante

—1+1<e"+1<e+1

1 1 1
< <z
e+ 1 e 4+ 1 2

nT 1

e’ e

< < -
e+1 er+1 2

e+1 e’ +1 2 Jo
e" —1 <] < e" —1

nle+1) =" T 2 +1)

e" e" —1
3 On sait (croissance comparée) que lim — = +o00. Ainsi, lim —— = +oc.
n—-+o0o n n—-+oo n(e -+ ]_)
e" —
De plus, lim —— = +o0.

n—+oo 2(e 4 1)
Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes, | lim [, = +oo|.

1—e™ 1—e™ 1—e™ . 1—e™

Deplus, ——— < e " < ——— e e S
¢ P n(e+1) ¢ 2(e+1) notoon(e+1) n—lglooQ(e—{—l)



Ainsi, | lim — |[=0.

B Corrigé de I'exercice 5.
1 Dans un premier temps, remarquons que :

In(n!)=In(1x2x3x---x(n—1)xn)=Inl+m24+mn3+---+In(n—1)+1nn

Tragons la courbe représentative de la fonction ¢ +— Int sur [1; +o00] et tragons les rectangles
de largeur 1 et de hauteur respective Ink et In(k + 1) pour k allant de 1 a n :

7

Inl+In2+---4+Inn

1 B n EU

On voit ici que la somme des aires des rec-
tangles est supérieure a l'aire comprise entre
la courbe, 'axe des abscisses, le point de co-
ordonnées (1;0) et la droite d’équation z =
n, ce qui se traduit par l'inégalité suivante :

m@mgz/ Intdt
1

Ainsi :

Y

\\‘ ;

> m
1 2 n+1 €T

Iml+m2+---+Inn

On voit ici que la somme des aires des rec-
tangles est inférieure a l’aire comprise entre
la courbe, I'axe des abscisses, le point de
coordonnées (1;0) et la droite d’équation
xr = n, ce qui se traduit par 'inégalité sui-
vante :

n+1
In(n!) < / Int dt
1

n n+1
/ Int dt < In(n!) < / Int dt
1 1

2 L'(x)= (a:lnm)/ -1

1
=lxhert+tzrzx—-—-—1
T

=lhnz+1-1

=Inxz.

Ainsi, x — xInx — x est bien une primitive de z — In z.

3 De 'encadrement de la question 1 et du résultat obtenu a la question '2 , on déduit :

1 n
7/ Int dt < u, <
In(n™) /1

1 n+1
/' Int dt.
1

In(nn)
Or,
/lntdt:[tlnt—t]?:nlnn—nqu
1
n+1 1
/ Intdt = [tint — ]} = (n+1)In(n+1) —n
1
Donc : |
nnn—n+1gungnln(n—l—l)%—ln(nqu)—n
nlnn nlnn
L L A
Inn  nlnn Inn n Inn
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Or:

1 Infn(1+1 Inn+4In(1+1 In(1+2%
an+1) Wl (1+3)] (1+3) _,, m(+3)
Inn Inn Inn Inn
De plus :
1 1 1 1 In 1—|—%
lim — =0 ; lim =0 ; lim le—f— lim ( )—1
n—+oo Inn n—+oo nlnmn n—+oo  Inn n—+o00 Inn

D’apres le théoreme des gendarmes, on a alors :

lim u, =1
n—-4oo

B Corrigé de I'exercice 6.

1
1 F,(x) est de la forme u(z) x v(z) avec u(z) = (Inz)" ™ et v(z) = —. Ainsi,
x
Fl(z)=(n+ 1)l(lnx)" X 11 x (Inz)"
e x x a?

= (n+1) (h;f)n _ (In igm.

2 De la question précédente, on déduit :

2 2

[ Ry ae= [ ((n+1)<mf)" - “”2”“) dz

x x
e (Inz)" e (In )"t

D’ou :

/162 (Inz)™? de =(n+1) /62 (Inz)® dz — /162 F!(z) dx

2 1 2

U1 = (n+ Du, — [Fn(e2) — Fn(O)}

2n+1
Upy1 = (n+ Du, — =
n! & 2k
3 Posons P, la propriété : Vn € N*, u,, = nlug — — R
e i k!

o Initialisation.

2
Pour n = 1, la question |2 nous dit que : up = ug — —-
e

12 2

. — e — e 2 _ =

De plus, Py : uy = 1 lug e2xl! U =

L’initialisation est donc faite.

o Hérédité.
) ) n! 2 2k
Supposons que P, soit vraie pour un n donné non nul. Alors, u, = nlug — — Ak
e !
k=1

D’apres la question (2, on a :
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(n+ 1)1 Zu 2k oot

= 1) lug —
(n+1) o e k! e?
(n+1)! [ 2* PAE
=n+1)lug— ——— —_ —
e? =k (n+1)!
:<n+1)'uo_wn+l2k

- il
e i k!

On a alors P, = P,41. L’hérédité est alors montrée.

Ainsi, P, est vraie pour tout entier naturel non nul n.

4 De la question précédente, on peut déduire que pour tout entier naturel non nul n, on a :

U, 1 2k
n!_uo_erX_:lk!

Soit :

. Up, 1 £ 9k
Jm () =w- s i

Or, d’apres un exercice précédent, on sait que :

+o00 ok
>
i k!
Donc : . .
Z 2—' =e -1,
= k!
d’ou : .
. Un\ L0
n1—1>rfoo (n') ST e (=1,
soit : X
un\ 1
HEIEOO (n‘) =uo—1+ e?’
Or:
< dz
Uy = —
0 1 1x622
1
=5+ 1
Ainsi :




B Corrigé de I'exercice 7.

™

1 1'0:/5 sinx do = [—cosac]og = cos0 — <—cosg> = 1.
0

Jo = /5 cosz dr = [sinx]og = sinO—sing = 1.
0

jus

2 a. F)(x)=ne™sinx —e " cosuz.
Ainsi,

2 . _
/ F!(z) dx:n/ e ™ sing dr —e " cosw dr
0 0

Wi

N
—e "z =nl, —J,

b. Gl (x) =ne ™ cosx + e " sinz.

Ainsi,
/E G (r) de = n/§ e "cosx dr + /5 e "sinx dz
0 0 0
1=nJ, +1,]|
c. On a
]n + an = 1 (El)
—nl, + J, = e (B,

En faisant (£;) —n(E,), on a :

(1+n?)I,=1—ne "2

D’ou :

s
1 —ne "2

=" =
1+n?

De plus, en faisant (E2) 4+ n(E;), on a :

™

(14+n*J,=e "2 +n,

d’ou :
J n+4e "2
" 1+n?
. _mT . .
3 lim (—nge ”2) =0donc lim I,= lim —15 =0.
n—+o0 n—r+o00 n=4oo 140
De méme, lim J, = lim 5 =0.
n—+o0 n—+oo 111

B Corrigé de I'exercice 8.

1 La fonction ¢ +— (1131_2)3 est continue sur [1;+oo[ comme quotient de deux fonctions
continues sur ce méme intervalle. Ainsi, ¢ est définie.
2 Ona:
a b c a1+t 4+ bt(1+1t) +ct
T T age T t(1 +t)2
Ca(tP 420+ 1) + bt + bt* 4 ct
B t(1+1)?
_(a+b)t*P+2a+b+c)t+a
B t(1+1)?
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3

Si I'on veut que cette derniére expression soit égale a

Soita=1,b=—1et c=—-1dou:

5, alors, on a :

4
1+t

a+b=0
2a+b+c=0
a=1

1 1 1 1

HI+62 ¢t 1+t (14172

a. D’apres ce qui précede, on a :

dt

L t(1+8)2 ot 1 1+t N (11—|—t)326

:mwﬁ—um1+wﬁ—{

=Inz—In(xr+1)+n2+

_1+J
171

l+2 2

T
ln(
z+1

1 1
)—l— +In2— -
x

+1 2

—1x2(t+1)2+Int x 4(t+ 1)

b Pt = — ESIE
_ 2(t+1)>+4(t+1)Int
B 4t(t + 1)
v Int 1
®“y_@+1ﬁ_2ﬂt+n2

On déduit alors :

x z  Int
@t&:/;——f&—f -
/1 ®) 1 (t+1)3 21 t(t+1)?

1 T

1
dt

1 x 1 1
P(x) — (1) = ——11 n2 — =
@) = (1) = o) — 5 (0 (-5 ) + 5 + 2
1 x 1 1 1
=1 2 -+
o(x) ZHQHJ>+2x+2+2n ;T2
1 €T 1 1 Inz
=2 lno— -
¢(z) QDQHJ>+2x+2+2n 4 201y
) . , ) Inz
c. On sait, par croissance comparée, que lim —— = 0.
r—+oo
. T .
De plus, lim 7= =, m 5 = lim 2 =0
Ainsi, lim Iz X v = 0.
z—+oo (.I‘ + 1)2
1
Do, nro_
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On en déduit alors :

. , Inz .1 x , 1 1 1
A 00) = (_2(+1)> + Jim g ln () + i, () +3 (23

B Corrigé de I'exercice 9.

Partie A : Etude des variations de la fonction

1 f est de la forme u?, avec u(x) = In(x + 1).
1

r+1

Donc f" = 2u'u, avec u/(z) =

D’ou :

~ 2In(z+1)

/(@) z+1

2 Siz>0,alorsx+1>1etdoncIn(z+1)>0.
Ainsi, f'(z) est strictement positive donc f est strictement croissante sur [0; 4o00].

3 f(0)=(n(0+1))*=0et f(1) = (In(1+1))* = In2. On a le tableau de variations suivant :

x 0 1
f g — In2
2In(0+1
4 f(0) = I(l)(_i_—il_) = 0 donc la tangente a € en 0 est horizontale. Or, f(0) = 0 donc .7
est I'axe des abscisses.
5
A
0,5 €
O - 1 ]
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Partie B : Cal

0,5

cul de I'approximation de I'aire

O Ry Ri R

2 L’aire du rectangle Ry est :

Ry Ry R; Rs R Rs Rgjq

1 k
Ak_l()xf<1()>’

. , k
ou 10 représente la mesure de la largeur et f 10 sa longueur.

La somme des aires des rectangles est :

1= (i)
1

~ 10

(fO)+ f(1) +---+ F(9))

| A~ 0,165 u.a.|

~ 0,165 x 100 cm?

‘A ~ 16, 487 ch‘

1
3 / f(z) dz = F(1) — F(0)
0
=2(In2)? —4In2 + 4
~ 0,188

L’aire de Z est donc égale & 2(In2)? — 41In2 + 4 u.a., soit environ 0,188 u.a.

B Corrigé de I'exercice 10.

1 On sait, par propriété, que :

([ 5w at) = sia.
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Donc ici, pour n > 1,

(z"e* —nF,_1(z)) = na" e +a2"e" —nF_,(z)
= na"te” + a"e” — nf_1(z)
= na"te” + 2" — na"te”
= z"e"

= fn<x)

On a donc bien F,(z) = z"e* — nF,,_1(x) pour n > 1.

2 Raisonnons par récurrence.

o Initialisation.
Pour n = 0, la formule devient :

L’initialisation est donc faite.
o Hérédité.
Supposons que la formule est vraie pour un entier n donné, et montrons qu’elle 1’est
alors au rang suivant.
D’apres la question 1,

Foi(z) = 2"e” — (n+1)F, ()
" (=1)kn!

= 2"e” — (n + 1)e” kz 7}{)!95"—’“ par H.R.
(B

— " lm@m“ + (_1)157! D (_2;(_71;;!1) g
(&)

Ce qui prouve I'hérédité.

B Corrigé de I'exercice 11.

1 f(z) =u(x)v(x) donc f'(z) = u/(z)v(x) + u(x)v'(x).

Ainsi,
/ f(z) dzx —/ [u’(m)v(m) —i—u(a:)q/(x)} dx
soit : , ,
£(b) — fla) = / W/(e)u(e) do+ [ ul@)'(x) de .
On a alors :




2 Sur [l;e], Inz > 0 donc (Inz)™ > 0 pour tout entier naturel n.
Ainsi, [, = [{(Inz)" dz > 0.

3 I,a—1I,= /e(ln x)"t do — /e(ln )" dz
1 1

— / (Inz)"™ — (Inz)" } dr par linéarité de I'intégrale

—/ (Inz)"(Inx —1) dz .
Or, 1<z<eehl<lnz <lne
S 0<lhzx <1
S —-1<Inz—-1<0
Ainsi, sur [1;¢], (Inz)*(Inz—1) < 0 (car (Inz)™ > 0 sur cet intervalle), et donc 1,11 —I,, <
0.

La suite (/,,) est donc décroissante.

1
4 Posons v'(z) = —(Inz)" et v(z) = x. Alors, I,, = [{ v/ (x)v(z) dx et d’apres la question 1,
x

(Inz)m+t 1

avec u(x) = o r V(z)=1et f(x) =u(z)v(z) = — 1x(1nx)"“.
Donc :
" = ><e><(lne)"+1—1><1><(1n1)”+1—/e ! (Inz)"*! x 1 dz
n+1 n+1 1 n+1
e 1 e
L=t e [nayta
n+1 n+1 1(nx) v
e 1
n — _7171
n+1l n+1""

Ainsi, en multipliant par (n + 1) chaque membre de cette derniére égalité, on obtient :

n+ 1)1, + 11 =c¢

5 a. La relation de récurrence de la question précédente donne :
e pourn=0:1Iy+ 1 =e;
e pourn=1:2L1+1,=e.
Ainsi, Iy + I, = 211 + I, soit Iy — I} = I>.
b. Iy = fl(lnx)odx—flldx—{]j:e—l.

1
c. '(z)=1xlhex+xx—-——1=hz+1-1=Inz.

x
Donc L est bien une primitive de la fonction In. On en déduit alors :
I :/ Inzde=1Le)—L(l)=elne—e—1In1+1=1.
1

Alinsi,
[2210—1126—1—126—2.
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Enoncés

Lois continues

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

@ Exercices dapplication du cours

0 Exercices de réflexion

22 novembre 2016

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Loi uniforme

B Exercice 1. Feu tricolore * kT 0

(Source : ts-loicont-02) Corrigé page 195

A un feu tricolore, le signal destiné aux piétons est vert pendant 45 secondes et rouge pendant
105 secondes, en alternance. A 12 heures, le feu se met au rouge et un piéton se présente a un
instant au hasard entre 12 heures et 12 heures 05 pour traverser. La variable aléatoire T qui
donne le temps écoulé, en secondes, entre 12 heures et I’heure d’arrivée du piéton suit une loi
uniforme sur I = [0;300].

Calculer la probabilité que le piéton :

1 Trouve le feu vert et passe sans attendre.
2 N’attende pas le feu vert plus de 15 secondes.

3 Attende le feu vert plus de 30 secondes.

B Exercice 2. A la caisse d’un supermarché KA tevere @

(Source : ts-loicont-03) Corrigé page 195

Monsieur Leumateux vient d’aménager dans un quartier ou se trouvent, a peu pres a la méme
distance de chez lui, deux supermarchés, notés A et B. Afin de choisir celui dans lequel il ira,
il prend en considération le temps d’attente aux caisses.

Dans le supermarché A, le temps d’attente aux caisses est une variable aléatoire X, exprimée
en minutes, qui suit la loi uniforme sur [1; 14] et dans le supermarché B, le temps d’attente est
une variable aléatoire Y, exprimée en minutes, qui suit la loi uniforme sur [3;10].

1 Déterminer la probabilité pour qu’un client attende aux caisses entre 3 et 5 minutes dans
les deux supermarchés.
Sur ce critere, quel supermarché monsieur Leumateux doit-il choisir ?

2 Calculer la probabilité pour qu'un client attende eaux caisses plus de 8 minutes dans les
deux supermarchés.
Sur ce critere, quel supermarché monsieur Leumateux doit-il choisir ?

3 Calculer le temps d’attente moyen aux caisses pour les deux supermarchés.
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B Exercice 3. Temps de trajet *kiriete @

(Source : ts-loicont-04) Corrigé page 196

A travers un sondage auprés de lycéens fréquentant un établissement en centre ville d’une
grande agglomération, on constate que le temps de trajet pour se rendre de leur domicile a leur
établissement est compris entre 5 et 25 minutes.

On interroge au hasard un lycéen d’'une grande agglomération et on note X la variable aléatoire
égale au temps qu’il met pour aller de chez lui a son lycée.

1 Donner la loi de probabilité que suit X.

2 Quelle est la probabilité que la durée de son trajet soit comprise entre 10 et 15 minutes ?
3 Calculer la durée moyenne du trajet domicile-lycée.
4

Un éleve emprunte tous les jours le méme trajet pour aller de son domicile au lycée. On
suppose que la durée ds trajets sont toutes indépendantes les unes des autres.

Sur une semaine de cours (du lundi au vendredi), quelle est la probabilité pour qu’au moins
un trajet dure au moins 20 minutes 7 On donnera une valeur approchée au centiéme.

B Exercice 4. La partie de jeu vidéo *hkkirte @

(Source : ts-loicont-01)
Tous les soirs, Hugo joue en ligne avec son ami [gor entre 17h30 et 19h00.
Caroline décide d’aller voir Hugo entre 17h00 et et 18h00.

1 Quelle est la probabilité qu’elle dérange Hugo en pleine partie de jeu vidéo?

2 Sachant qu’elle arrive apres le début du jeu, quelle est la probabilité qu’elle arrive avant
17h557

B Exercice 5. La livraison a domicile 0. 0. SAGAS °

(Source : ts-loicont-05) Corrigé page 197

Madame Baute a commandé des chaussures sur un site Internet.

Le jour de la livraison, elle regoit un SMS lui signifiant que son colis sera livré assurément entre
10h00 et 12h00.

On note X I'heure a laquelle elle regoit son colis.

1 Quelle est la probabilité pour que son colis arrive avant 10h15 7
2 Quelle est la probabilité pour que son colis arrive entre 10h30 et 11h00 ?

3 Sachant qu’a 11h15, elle n’a toujours pas recu son colis, quelle est la probabilité pour qu’elle
le recoive avant 11h307
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B Exercice 6. Paradoxe de Bertrand *kkirvr @

(Source : ts-loicont-06) Corrigé page 197

On considere un cercle € de centre O et de rayon r > 0 et un triangle équilatéral ABC inscrit
dans % .

On trace la perpendiculaire & (AB) passant par O; elle coupe (AB) en H.

B

1 a. Montrer que H est le milieu de [AB].
b. Exprimer OH en fonction de r.
c. Donner, en degrés, la mesure de AOB.

2 On choisit un point M sur un rayon quelconque [OP] et on trace la corde perpendiculaire
a (OM) passant par M.
On appelle X la variable aléatoire égale a la longueur OM.

a. Donner la loi de X.

b. Quelle est la probabilité pour que cette corde ait une longueur supérieure au coté de
ABC?

3 On choisit maintenant au hasard un nombre Z entre 0 et 180, puis on construit un angle
au centre de € de mesure Z degré(s). On trace alors la corde qui intercepte cet angle.

a. Quelle est la loi de Z7

b. Quelle est la probabilité que cette corde ait une longueur supérieure a celle d’un coté
de ABC?

B Exercice 7. La rencontre *hk ks @

(Source : ts-loicont-07) Corrigé page 198

Hugo et Lisa se sont donnés rendez-vous entre 16h00 a 17h00 sans se donner une heure précise.
Ils arriveront donc tout deux a un horaire au hasard dans cet intervalle de temps.

Hugo ne souhaite pas attendre plus de 15 minutes et Lisa, plus de 10 minutes, sans quoi la
rencontre n’aura pas lieu.

Quelle est la probabilité qu’ils se rencontrent ?

B Exercice 8. L’aiguille de Buffon *xkkkkx @
(Source : ts-loicont-08)

Sur un parquet, dont les dalles ont pour largeur a, on laisse tomber au hasard une aiguille de
longueur ¢. Quelle est la probabilité pour que I'aiguille chevauche deux dalles?

Indication : on pourra considérer la position du milieu de ['aiquille et [’angle qu’elle forme avec
Uhorizontale (si les dalles sont verticales).
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Loi exponentielle

B Exercice 9. Polynésie, 2004 *hKhiete @

(Source : ts-loicont-09) Corrigé page 199

Le laboratoire de physique d’un lycée dispose d’'un parc d’oscilloscopes identiques. La durée de
vie en années d’un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la loi de durée de vie
sans vieillissement ou encore loi exponentielle de parametre A > 0.

1 Sachant que P(X > 10) = 0,286, montrer que A = 0,125 au milliéme pres.

Dans la suite de I'exercice, on prendra A = 0, 125.

2 Calculer la probabilité qu'un oscilloscope du modele étudié ait une durée de vie inférieure
a 6 mois.

3 Sachant qu’un appareil a déja fonctionné 8 années, quelle est la probabilité qu’il ait une
durée de vie supérieure a 10 ans?

4 On considere que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres
appareils. Le responsable du laboratoire décide de commander 15 oscilloscopes. Quelle est
la probabilité qu’au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10 ans ?

5 Combien l'établissement devrait-il acheter d’oscilloscopes pour que la probabilité qu’au
moins I'un d’entre eux fonctionne plus de 10 ans soit supérieure a 0,999 7

B Exercice 10. Liban, 2006 *hiorere @
(Source : ts-loicont-10)

La durée de vie d'un robot exprimée en années, jusqu’a ce que survienne la premiere panne,
est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre A > 0.
Ainsi, la probabilité qu'un robot tombe en panne avant 'instant t est égale a :

t
P(X <t) = / Ae ™ du.
0

1 Déterminer la valeur arrondie & 1072 prés de A pour que la probabilité P ( X > 6 ) soit
égale a 0,3.

Dans la suite de I'exercice, on prendra A = 0, 2.

2 A quel instant ¢ & un mois prés, la probabilité qu’un robot tombe en panne pour la premiére
fois est-elle de 0,57

3 Montrer que la probabilité quun robot n’ait pas eu de panne au cours des deux premieres
années est de e~ 4,

4 Sachant qu'un robot n’a pas eu de panne au cours des deux premieres années, quelle est a
1072 prés, la probabilité qu’il soit encore en état de marche au bout de six ans ?

5 On considere un lot de dix robots fonctionnant de maniére indépendante. Déterminer la
probabilité que, dans ce lot, il y ait au moins un robot qui n’ait pas eu de panne au cours
des deux premieres années.

W Exercice 11. Amérique du sud, 2005 *hKkirte @

(Source : ts-loicont-11) Corrigé page 201

Alain fabrique, en amateur, des appareils électroniques. Il achete pour cela, dans un magasin,
des composants tous identiques en apparence, mais dont certains présentent un défaut. On
estime que la probabilité qu'un composant soit défectueux est égale a 0,02.

Les parties A et B sont indépendantes.
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Partie A

On admet que le nombre de composants présentés dans le magasin est suffisamment important
pour que ’achat de 50 composants soit assimilés a 50 tirages indépendants avec remise, et on
appelle X le nombre de composants défectueux achetés. Alain achéte 50 composants.

1 Quelle est la probabilité qu’exactement deux des composants achetés soient défectueux ?
En donner une valeur approchée a 1072 prés.

2 Calculer la probabilité qu’au moins un des composants achetés soit défectueux ? En donner
une valeur approchée a 1072 prés.

3 Quel est dans un lot de 50 composants achetés, le nombre moyen de composants défec-
tueux ?

Partie B

On suppose que la durée de vie T (en heures) de chaque composant défectueux suit une loi
exponentielle de parameétre A\; = 5 x 107 et que la durée de vie Ty (en heures) de chaque
composant non défectueux suit une loi exponentielle de paramétre Ay = 1074,

1 Calculer la probabilité que la durée de vie d’'un composant soit supérieur a 1 000 heures :
a. si ce composant est défectueux
b. si ce composant n’est pas défectueux
Donner une valeur approchée de ces probabilités & 1072 prés.

2 Soit T la durée de vie (en heures) d'un composant achetés au hasard. Démontrer que la
probabilité que ce composant soit encore en état de marche apres t heures de fonctionnement
est :

P(T > t) = 0,02 107" 1 0 98¢~ 10",

3 Sachant que le composant acheté est encore en état de marche 1000 heures apres son
installation, quelle est la probabilité que ce composant soit défectueux? En donner une
valeur approchée a 1073 prés.

B Exercice 12. Le chauffe-eau (avec loi normale et intervalle de fluctuation) % % v vx 0

(Source : ts-loicont-12) Corrigé page 202

On donnera la valeur approchée des probabilités & 1073 pres.
Partie A

Monsieur Icks désire acheter un chauffe-eau de marque IGRAIC. Le vendeur lui dit que la
probabilité qu’il dure plus de 10 ans est égale a 0,7.

On note X la variable aléatoire représentant la durée de vie (en années) de ce chauffe-eau et on
admet que X suit une loi exponentielle de parametre .

1 Déterminer la valeur de .

On prendra dans la suite de cet exercice A = 0, 036.

2 Déterminer la probabilité pour que ce chauffe-eau fonctionne plus de 15 ans sachant qu’il
a fonctionné au moins 10 ans.

3 Calculer t tel que P (X > t) = 0,5, puis interpréter le résultat.
Partie B

L’usine dans laquelle sont fabriqués les chauffe-eaux de marque IGRAIC a constaté, apres étude
statistique, que la durée de vie d’'un de ses chauffe-eaux pouvait étre représentée par une variable
aléatoire Z suivant la loi normale de moyenne p = 30 et d’écart-type o = 5.
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1 Evaluer P(25 < Z < 35).

2 Le patron de 'usine souhaite que cette derniere probabilité soit égale a 0,95 sans changer
la durée de vie moyenne.
Déterminer alors 1’écart-type qu’il faudrait obtenir.

Partie C

Les méthodes de production ont été modifiées de sorte que 95 % des chauffe-eaux fabriqués
aient une durée de vie comprise entre 25 ans et 35 ans.

Afin d’évaluer l'efficacité de ces modifications, on préleve 500 chauffe-eaux au hasard dans la
production mensuelle.

1 Déterminer U'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la proportion de
chauffe-eaux ayant une durée de vie comprise entre 25 ans et 35 ans sur un échantillon de
taille 500.

2 Parmi les 500 chauffe-eaux choisis, 463 sont considérés comme pouvant avoir une durée de
vie conforme aux exigences.
Peut-on considérer que l'objectif visé par les modifications de fabrication a été atteint en
considérant l'intervalle de fluctuation obtenu a la question précédente ?

B Exercice 13. D’aprés Bac France métropolitaine, 2004 *kictere @

(Source : ts-loicont-14) Corrigé page 203

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en semaines, d’'un composant électronique. On mo-
délise cette situation par une loi de probabilité P de durée de vie sans vieillissement définie sur

t
I'intervalle [0;+oo[ par P([0;t]) = / e ™ dz, représentant la probabilité que le composant
0

ne soit plus en état de marche au bout de ¢ semaines.
Une étude statistique montrant que environ 50% d’un lot important de ces composants sont
encore en état de marche au bout de 200 semaines, permet de poser P([0;200]) = 0, 5.

In2
1 Mont A= —.
ontrer que 500

2 Quelle est la probabilité qu'un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie
supérieure a 300 semaines ?

Loi normale

B Exercice 14. Vaches laitiéres de race « Francaise Frisonne Pis Noir » *xvorre @

(Source : ts-loicont-15) Corrigé page 203

La production laitiere annuelle en litres des vaches laitieres de la race FFPN peut étre modélisée
par une variable aléatoire a densité X de loi normale de moyenne p = 6000 et d’écart-type
o = 400.

On wutilisera la calculatrice pour répondre aux questions suivantes et on donnera les résultats a
10~% pres.
1 Calculer la probabilité quune vache quelconque de cette race produise moins de 5 800 litres
par an.

2 Calculer la probabilité quune vache quelconque de cette race produise entre 5900 et 6 100
litres de lait par an.

3 Calculer la probabilité qu'une vache quelconque de cette race produise plus de 6250 litres
par an.
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4 Déterminer la production maximale prévisible des 30 % de vaches les moins productives du
troupeau.

5 Déterminer la production minimale prévisible des 20 % des vaches les plus productives.

B Exercice 15. Test de conformité * kv @

(Source : ts-loicont-16) Corrigé page 204

Un usine fabrique des puzzles de 512 pieces. Pour tester la conformité des puzzles, le service
qualité de I’entreprise préleve au hasard un puzzle de 512 pieces.

On appelle X la variable aléatoire qui a un puzzle donné associe le nombre de piéces non
conforme. On estime que X suit le loi normale de moyenne 9 et d’écart-type 3.

1 Déterminer la probabilité qu’il y ait au plus 12 pieces non conformes dans le puzzle.

2 Déterminer le plus petit entier k tel que la probabilité que le puzzle comporte plus de k
piéces non conformes soit inférieure a 0,01.

B Exercice 16. Les premiers mots de la vie *h kit @

(Source : ts-loicont-17) Corrigé page 204

Un chercheur a étudié ’age moyen auquel les premiers mots du vocabulaire apparaissent chez
les jeunes enfants.

Une étude effectuée aupres de 1000 jeunes enfants montrent que les premiers mots apparaissent
en moyenne a 11,5 mois, avec un écart-type de 3,2 mois.

On suppose que la distribution des ages est normale.

1 Evaluer la proportion d’enfants ayant acquis leurs premiers mots avant 10 mois.
2 Evaluer la proportion d’enfants ayant acquis leurs premiers mots aprés 18 mois.

3 Evaluer la proportion d’enfants ayant acquis leurs premiers mots entre 8 mois et 12 mois.

B Exercice 17. Tests de Q.I. *kKkiryr @

(Source : ts-loicont-18) Corrigé page 204

En 1955, Wechler a proposé de mesurer le quotient intellectuel (Q.1.) des adultes a Iaide de
deux échelles permettant de mesurer les compétences verbales et celles non verbales.

On compare le score global de la personne testée avec la distribution des scores obtenus par un
échantillon représentatif de la population d'un age donné, dont les performances suivent une
loi normale ayant pour moyenne 100 et pour écart-type 15.

1 Quel est le pourcentages de personnes dont le Q.I. est inférieur a 807
2 Quelle est la proportion de personnes ayant un Q.I. compris entre :
a. 100 et 1107
b. 90 et 1007
c. 105 et 1107
3 Un patient obtenant un Q.I. de 69 fait-il partie des 5% inférieurs de la distribution ?
4 En dessous de quel Q.I. se trouve le tiers des individus ?

5 Quel Q.I. minimum faut-il obtenir pour faire partie des 5% d’individus les plus perfor-
mants ?
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B Exercice 18. Durée de vie d’un appareil *hkxk @

(Source : ts-loicont-19) Corrigé page 205

La durée de vie d’un certain type d’appareil est modélisée par une variable aléatoire suivant
une loi normale de moyenne et d’écart-type inconnus. Les spécifications impliquent que 80 %
de la production des appareils ait une durée de vie entre 120 et 200 jours et que 5% de la
production ait une durée de vie inférieure a 120 jours.
1 Quelles sont les valeurs de la moyenne p et de I’écart-type o ?
2 Quelle est la probabilité d’avoir un appareil dont la durée de vie soit comprise entre 200
jours et 230 jours?
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1.
1 On cherche :
P ((105 < T < 150) U (255 < T < 300)).
En effet, nous pouvons représenter la situation par le schéma suivant :

0 105 150 255 300

L’intervalle total « vert » a une amplitude de :
(150 — 105) 4 (300 — 255) = 45 + 45 = 90.

La probabilité demandée est alors :

90

%20,3

2 La probabilité demandée est :

30
P((135 < T < 150) U (285 < X < 300)) = 300
=0,1.
3 La probabilité demandée est :
75+ 75
P (T < 75)U (150 < T < 225)) — -2+
300
=0,5.

B Corrigé de I'exercice 2.

5—3 2

1 « PB<KXLH)=—7=—.
(3 ) 14—-1 13

5—3 2

e PB3LKCYK = — = _,

(8 2 10-3 7

On constate que P(3 < X < 5) < P(3 <Y < 5) donc sur cet unique critére, monsieur
Leumateux a tout intérét de choisir le supermarché A.
8 —1 7 6
2 « PX28)=1-PX<8=1—-——=1——=—.
(X =8) (X <8) 14— 1 13 13
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8—3 5
e P(Y>28)=1-P(Y<8 =1——— - =,
6 (6 7) 42 2( 2)13 2 P T
X X
—=——=—%¢et-= = —ainsi, P(X > 8) > P (Y >8).
137 18x7 0107 T 7x13 g AL PX28>P =8
Sur ce critére, monsieur Leumateux a tout intérét a choisir le supermarché B.

2
—1—

14+1
3 < Le temps d’attente moyen aux caisses du supermarché A est : E (X) = ; =175
minutes.
) . , 10+ 3
« Le temps d’attente moyen aux caisses du supermarché B est : E (X) = —— = 6,5

minutes.
Sur ce critére, monsieur Leumateux a tout intérét de choisir le supermarché B.

B Corrigé de I'exercice 3.

1 X suit la loi uniforme sur [5;25].
15-10 5 1

2 POSXSIG) = =5 =

5+25 , : , . .
3 E(X)= —5 = 15. La durée moyenne du trajet est donc égale a 15 minutes.
4 Notons ici Y le nombre de trajets ol la durée est supérieure ou égale a 20 minutes. Alors,

Y suit la loi binomiale de parametres n = 5 (car on considere 5 trajets indépendants) et
26—-20 1
p=P(X>20) = =

20 4
On cherche alors P(Y > 1) =1-P(Y

I
(e
S~—
I
—_
|
—~
—_
|
3
N—
ot
I
—_
|
/‘\
S~
ot
&
=
\]
(@)

B Corrigé de I'exercice 4.

1 Appelons X la variable aléatoire représentant ’heure d’arrivée de Caroline (en heure déci-
male).
Alors, X suit la loi uniforme % ([17;18]).
On cherche P(17,5 < X < 18) et, en appliquant la formule du cours, on obtient :

_ 18—-17,5
18 —17

2 C’est une probabilité conditionnelle que nous cherchons (« sachant que » nous donne une

forte indication...) ; en tenant compte du fait que 17h55 = 18 — 60 = 18 — T2 ~ 17,92, on
cherche :

P((17 < X < 17,92) N (X > 17,5))
P(X > 17,5)
P(17,5 < X < 17,92)
P(X > 17,5)

17,92—17,5
T 18—17
= T18—175
18—17

0,42
0,5
P(X>17,5)(17 < X < 17, 92) ~ O, 84

Pxz175 (17 < X < 17,92) =
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B Corrigé de I'exercice 5.
1 X suit la loi uniforme sur [10;12]. Mais attention : quand on dit 10h15, il faut entendre
1
X = 10,25 (soit 10h00 et un quart d’heure : 10 + 1= 10 + 0,25 = 10, 25).
10,25—10 0,25

Ainsi, P (X < 10,25) = — 0, 125.
insi, P ( ) =TT 2
11— 10,5
2 P(10,5<X<11)=—2"=0,25.
(10, ) 12— 10
P(11,25 < X <11,5) LB g 95 [
8 Pociian (X< 11,5) = D e 0B\
1L, P (X > 11,25) 211 0,75 |3

B Corrigé de I'exercice 6.

1 a. ABC est équilatéral ; par conséquent, O est le point d’intersection des hauteurs (ou
des médiatrices). Donc (OH) est la hauteur relative a (AB) mais aussi la médiatrice de
[AB].
Donc H est le milieu de [AB].
b. O est le centre de gravité de ABC donc :

1
OH = gCH.
Ainsi,
OH = ;r
c. On sait depuis la 3° que dans un polygone régulier a n cotés, I'angle au centre est, en
degrés, @
n

Ainsi, AOB = 120°.

2 a. OM est un nombre compris entre et r; par conséquent, X suit la loi uniforme sur [0;7] :

X =% ([0;r])

b. Pour que la corde ait une longueur supérieure au c6té de ABC, il faut qu’elle se trouve
dans la zone coloriée suivante :

B

C

Donc, en choisissant M sur un rayon uniquement, ¢a coupe en deux cette zone.
D’apres la question 1.b, la probabilité pour que la corde ait une longueur plus grande
que AB est :

OH

r r 2
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3 . Z suit la loi uniforme sur [0;180] :

Z <  ([0;180])

b. Pour que la corde ait une longueur supérieure a AB, il faut que Z > 120.

P (Z > 120) = P(120 < Z < 180)

180 —120
180 —-0
_ 60
180
1
P(Z>120):g

B Corrigé de I'exercice 7.
Notons H le nombre de minutes écoulées a partir de 16h00 avant ’arrivée d’Hugo et L le nombre
de minutes écoulées a partir de 16h00 avant celle de Lisa.
On a alors :
e 0<H<60;
« 0<L<60;
e L < H+ 10 car Lisa ne souhaite pas attendre Hugo plus de 10 minutes;
« H < L+ 15 car Hugo ne souhaite pas attendre Lisa plus de 15 minutes;

Faisons une représentation graphique :

L

H

L’univers est représenté par le carré de coté 60 et la « zone de rencontre » par la zone non
hachurée.
Il faut donc trouver l'aire de cette zone non hachurée.

La droite rouge a pour équation : y = x + 10.
La droite bleue a pour équation : y = x — 15.

L’aire &7 de la zone non hachurée est 'aire du carré moins celle des triangles hachurés, d’ou :

50 x 50 45 x 45

2 2
= 3600 — 1250 —1012,5

=13375

o/ =60 x 60 —
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Ainsi, la probabilité de rencontre est :
13375
P~ 73600

B Corrigé de I'exercice 8.
Laisser tomber au hasard une aiguille, c¢’est choisir au hasard :

o l’abscisse X de son centre dans l'intervalle {O; ;],

« l'angle 6 avec I'horizontale dans l'intervalle {—g ; ;T]

comme l'illustre le schéma ci-dessous :

a L’aiguille chevauche deux dalles lorsque :

l
X < §COSQ

donc la probabilité demandée est :

p %/i cosf df
P<X<0086> =2
2 TS
0 14 20
**************** PIXLK-= = —
/X/( ( 20089> aTm

B Corrigé de I'exercice 9.
1 Ona P(X >10) = 0,286 = e 1, équation qui donne A = 0,125 au centi¢me pres.

2 La probabilité qu'un oscilloscope du modele étudié ait une durée de vie inférieure a 6 mois
s’écrit P(X > 0,5).
P(X >0,5) =1—e 25%0125 — 1 _ 700625 ~ () 061.

3 L’appareil a déja fonctionné 8 années, la probabilité qu’il ait une durée de vie supérieure a
10 ans est donnée par : Px-g)(X > 10) avec P(X > 8) = ¢ #*0:125,

P((X >10)N(X >8)) = P(X > 10) = e 10¥0:12

P((X >10)N(X >8)) e 10x012

Pacsg(X > 10) = P(X > 8) = oo — ¢ = P(X>2)~0,779.

On est en présence d’un schéma de Bernoulli. La durée de vie d'un oscilloscope est indé-
pendante de celle des autres appareils. Le responsable a commandé 15 oscilloscopes. La
probabilité qu’un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10 ans est la probabilité

d’un « succes » et on sait qu’elle vaut P(X > 10) = 0, 286.
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L’événement « au moins un oscilloscope parmi les 15 a une durée de vie supérieure a 10
ans » est ’événement contraire de "tous les appareils ont une durée de vie inférieure a 10
ans' de probabilité (1 — 0,286)'° = 0, 714%5.

La probabilité qu’au moins un oscilloscope parmi les 15 ait une durée de vie supérieure a
10 ans est donc 1 — 0, 714 ~ 0, 994.

On reprend la situation de la question précédente avec n oscilloscopes et on cherche n
tel que 1 — 0,714™ > 0,999, inéquation équivalente a 0,714" < 1072 et qui donne n >
In(10—3

<7) ~ 20, 5.

In0,714
L’établissement devrait acheter 21 oscilloscopes pour que la probabilité qu’au moins 1'un

d’entre eux fonctionne plus de 10 ans soit supérieure a 0,999.
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B Corrigé de I'exercice 10.
1 P(X>6)=0,31—-P(X<6)=0,3

6

@/ Ae M dp = 0.7
0

o —e A =0,7

1
& A=—;1n03~0.20

t
2 On cherche t tel que P(X < t) = 0,5, soit / 0,2¢7%% dz = 0, 5 soit, apres développement,
0
t =5In2 =~ 3,47 années, soit 42 mois.
3 La probabilité qu'un robot n’ait pas eu de panne au cours des deux premieres années est
de e %' Eneffet, P(X >2)=1-P(X <2)=1+e 0 -1 =04
4 Sachant qu’un robot n’a pas eu de panne au cours des deux premieres années, la probabilité
qu’il soit encore en état de marche au bout de six ans est :
P(X >6) e 02x6

—_ — 08
P(X>2) ooz ¢ RO

5 On considere un lot de dix robots fonctionnant de maniere indépendante. Nous savons que
la probabilité qu’un robot n’ait pas eu de panne au cours des deux premieres années est de
eV,

La probabilité qu’aucun robot sur les dix n’ait eu de panne au cours des deux premieres
années est de (1 — e 0410,

La probabilité que, dans ce lot, il y ait au moins un robot qui n’ait pas eu de panne au
cours des deux premicres années est donc de 1 — (1 — e™%4)19 =~ (0,999 985.

W Corrigé de I'exercice 11.
Partie A

1 La variable X suit la loi binomiale de parametres n = 50 et p = 0,02. La probabilité
qu’exactement deux des composants achetés soient défectueux est :

50
P(X =2)= <2> x (0,02)% x (0,98)* ~ 0,19.

2 Donnons d’abord la probabilité qu’aucun composant ne soit défectueux : (0,98)%.
La probabilité qu’au moins un des composants achetés soit défectueux est donc
1 —(0,98)% ~ 0, 64.

3 Dans un lot de 50 composants achetés, le nombre moyen de composants défectueux est
I’espérance de X soit 50 x 0,02 = 1.

Partie B

1 a. La probabilité que la durée de vie d'un composant soit supérieur a 1000 heures si ce
composant est défectueux est :

1000 »
P(Ty > 1000) = 1 —/ 5 x 10~4e(-3X107% g — =05 & 0 61.
0

b. La probabilité que la durée de vie d’'un composant soit supérieur a 1000 heures si ce
composant n’est pas défectueux est :

1000 )
P(Ty > 1000) = 1 —/ 10471077 4y = =01 & 0, 90.
0
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2 Soit T' la durée de vie (en heures) d’'un composant acheté au hasard. Notons respectivement
A et D les événements (T < t) et « le composant est défectueux ». On peut écrire :
A= (DnNA)U(DnNA). De plus, on sait que P(D) = 0,02. Alors :

P(T > t) = P(A) = P(D) x Pp(A) + P(D) x P5(A) ,

soit :
P(T > t) = P(D) x Pp(T > t)+ P(D) x P5(T > 1),
d’ou :
P(T>1)=0,02x (1= 1+ 40,98 (1 -1+ ")
Ainsi :

P(T > t) =0,02e5107% 4 9gel0 ™

3 Sachant que le composant acheté est encore en état de marche 1000 heures apres son
installation, la probabilité que ce composant soit défectueux est :

P(DN(T >1000)) 0, 02¢~5¥107*x1000
P(T >1000) ~0,02e~5x1074x1000 1 () 98e—10"*x1000

P(T>1000)(D) = ~ 0,013.

B Corrigé de I'exercice 12.

Partie A

1 On sait que P (X > 10) = 0,7, soit e 19 =0, 7.
In0,7

Ainsi, =10\ = In 0,7, d’ott A = — -~ 0,036.

2 On calcule :

Pxz10) (X > 15) =P (X > 15 — 10)
—P(X >5)
— o—5%0,036

Px=10) (X > 15) & 0,837

3 PX>t)=05&e =05
& —0,036t = —1In2

P In2
0,036
&t~ 19,25

On peut donc dire que la probabilité pour que le chauffe-eau fonctionne plus de 19 ans et
3 mois est égale a 0,5.
Autrement dit, la demi-vie du chauffe-eau est 19 ans et 3 mois.

Partie B
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1 D’aprés le cours, si Z suit la loi A (p;0?), alors,
Plu—o<Z< u+o)=0,68.

Donc, ici,

P(30-5<Z<30+5)=0,68,

ou encore :
P(25 < Z < 35) = 0, 68.

2 On sait que P(u—20 < Z < p+20) = 0,95, donc on souhaite que la variance soit réduite
2 _

DN | Ot

de moitié, donc que o

Ainsi, 0 = \/g, soit o ~ 1, 58.

Une autre fagon de faire : On pose Y =
De plus, oY 4 30 = Z donc :

Z— 30
o

. Alors, Y suit la loi A4 (0;1).

P(25<7Z<35)=0,95<P(25 < oY +30<35)=0,95

4:)P<_5<Y<5>:O,95
o o

) 5)
Il faut donc que — = 20, soit 02 = 2 d’ot o ~ 1,58.
- og~1,08
Partie C

1 n =500 > 30, p= 0,95 donc np = 475 > 5 et n(1 — p) = 25 > 5 donc 'intervalle de
fluctuation asymptotique au seuil de 95 % demandé est donné par :

I=1[0,95—1,96,/%2200 0 95 + 1,96,/ 222008 ] |

I ~[0,931;0,969].

soit :

463
2 La fréquence des chauffe-eaux conformes aux exigences est égale a f = =00 = 0,926.

Or, f ¢ I donc on peut affirmer que l'objectif n’est pas atteint.

B Corrigé de I'exercice 13.
1 On sait que P([0;200[) =0, 5.
200
Or, P([0;200]) = / e dz = —e 2 1 1. Donc —e 20 1 = 0, 5, soit e 729 =0, 5,
0
In 2
200°

2 La probabilité quun de ces composants pris au hasard ait une durée de vie supérieure a
3

300 semaines est P(t >300) =1 — P(t <300) =1 — (1 — e 30 = e 2102 ~ (), 35.

d’ou —200A =1n0,5 = —In 2. On en déduit alors que A =

B Corrigé de I'exercice 14.
i P (X <5800) ~ 0, 3085.
3 P (5900 < X < 6100) ~ 0, 1974.
3 P (X > 6250) ~ 0, 2660.
4 On cherche la valeur de x telle que P (X < x) = 0,30. On trouve z ~ 5790 litres.
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5 On cherche la valeur de z telle que P (X > x) = 0,20, soit P (X <) = 0,8 (on est obligé
de se ramener a cela pour pouvoir utiliser la calculatrice). On trouve = ~ 6336 litres.

B Corrigé de I'exercice 15.
1 P (X <12)~0,8413 (a l'aide de la calculatrice).

2 On cherche k tel que P (X > k) = 0,01, soit P (X < k) = 0,99. A l'aide de la calculatrice,
on trouve k = 16.

B Corrigé de I'exercice 16.
On choisit au hasard un jeune enfant et on note X 'dge (en mois) de ses premiers mots.
D’apres 1’énoncé, X suit la loi normale 4 (11,53, 2).

X —11,5
On pose alors Z = 372’ ; ainsi, Z suit la loi normale centrée réduite d’apres le cours.
10— 11
1 P(X<10)—P<z<032’5>

= P (Z < —0,46875)
—1—P (X <0,46875)
~ 0,3196 (calculatrice).

Ainsi, il y a environ 31,96 % de jeunes enfants qui acquicrent leurs premiers mots avant 10
mois.

N

18— 11,5
2 P(X>18):P<z )

3,2
=P (Z > 2,03125)
—1-P(Z < 2,03125)
~ 0,0211 (calculatrice).

Ainsi, il y a environ 2, 11 % de jeunes enfants qui acquierent leurs premiers mots apres 18
mois.

8—11,5 12— 11,5
3 P(8<X<12):P<’ Z )

3.2 7T T35

=P (—1,09375 < Z < 0, 15625)

= P (Z < 0,15625) — P (Z < —1,09375)
~ 0, 4250.

Ainsi, il y a environ 42,5 % de jeunes enfants qui acquieérent leurs premiers mots entre 8 et
12 mois.

B Corrigé de I'exercice 17.
On pose X la variable aléatoire représentant le Q.I. d’'une personne prise au hasard. X suit la
loi normale .4 (100; 15) d’apres 1’énoncé.
X — 100
On pose alors Z = ————; Z suit alors la loi normale centrée réduite.

15
80 — 100

4
=PlZ< —)
(2<
~ 0,0912.
Il y a donc environ 9,12 % d’individus dont le Q.I. est inférieur a 80.
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100 — 100 110 — 100
2 a. P(100<X<110)—P<00<Z<>

15 15
2
=P|0<Z< )
(023
~ 0, 2475.
Il y a donc environ 24, 75 % d’individus dont le Q.I. est compris entre 100 et 110.

b. P (90 < X < 100) = P (100 < X < 110) car la courbe est symétrique par rapport a la
moyenne, donc a 100 ici.
Il y a donc environ 24, 75 % d’individus dont le Q.I. est compris entre 90 et 100.

105 — 100 110 — 100
c. P(105<X<110):P<15<Z<15>

1 2
=Pl-<Z< )
(5<2<;
~ 0,1169.
Il y a donc environ 11,69 % d’individus dont le Q.I. est compris entre 105 et 110.

3 Ici, on cherche 'entier n tel que P (X < n) = 0,05.
La calculatrice nous donne n &~ 75. Donc si 'on a un Q.. inférieur a 75, ce qui est le cas
ici (Q.I.=69), on appartient aux 5% inférieurs de la population.
4 Ici, on cherche l'entier n tel que P (X < n) =0, 33.
La calculatrice nous donne n &~ 93.
5 On cherche ici l'entier n tel que P (X < n) =0,95.
La calculatrice nous donne n = 124.

B Corrigé de I'exercice 18.
X—pu
—

1 Notons X la variable aléatoire représentant la durée de vie de 'appareil, et Z =

Alors, Z suit la loi normale centrée réduite .4 (0;1).
D’apres I'énoncé, on a P (120 < X < 200) =0, 8;

120 — 200 —
doncP( P<z< “):0,8(1).
o
120 — N
De plus, P (X < 120) = 0,05 (2) ; donc P <Z < ,u) = 0,05. A l'aide de la calculatrice,
o
120 —
on trouve alors que - —1,65, soit 120 — u = —1,650, que 'on peut écrire :
o
=120+ 1,650 (3).
z L7 2’ . 200 - ILI/ N g s
Des égalités (1) et (2), on déduit que P <Z < ) = 0,85. A l'aide de la calcula-
o

00 — p

trice, on trouve alors que = 1,04, soit 200 — u = 1,040, que l'on peut écrire :

j =200 — 1,040 (4).
Les égalités (3) et (4) nous permettent d’écrire alors :

120 + 1,650 = 200 — 1, 040 ,

soit :

2,690 =80 ou encore :0 = ~ 29,74 (soit 02 ~ 884).

2,69
Ainsi, p~ 120 + 1,65 x 29,74 ~ 169.
X suit donc la loi normale .4 (169 ; 884).
2 P (200 < X <230) =P (X<230) - P (X <200)~0,13.
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Enoncés

Géomeétrie dans l'espace

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

o Exercices d'application du cours

0 Exercices de réflexion

22 novembre 2016

&) Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

B Exercice 1. Equation paramétrique de droites *irtevere @

(Source : ts-geomesp-01) Corrigé page 210

Dans chacune des questions suivantes, déterminer une équation paramétrique de la droite D,
passant par le point A et de vecteur directeur .

-1 0 1
1 A0;2;—-1)et 0| 2 2 A(=3;1;5) et W | —2 3 A2;-3;4)et W | 2
-1 3 -3

B Exercice 2. Intersection de plans *irtevese @

(Source : ts-geomesp-02) Corrigé page 210

Pour chaque question, déterminer I’équation de I'intersection des plans (P;) et (P2).

{
i
i
B Exercice 3. Droites confondues *ktrvere @

(Source : ts-geomesp-03) Corrigé page 211

Soient (D;) d’équation paramétrique :

)3 —y+z2=7
Ji—x+3y+2z=1
Jix+y+z=1
9) 2 —3y+z=14
)20 —2y+3z=4
)

(
(
(
(P2) 120 —3y — 3z =2

x:%—l—%t

y=-1+32t teR

z=1

et (Dy) d’équation paramétrique :

_9.,.6

T = g—f—gt

y=t ,t €R
_ 1,4

Z = g—i-gt

Montrez que (D;) et (Dy) sont confondues.

206


http://www.mathweb.fr

*hk ks @

B Exercice 4. Dans un cube
Corrigé page 211

(Source : ts-geomesp-04)
Soit ABCDEFGH un cube comme représenté ci-dessous. On place les points I, J et K respec-
tivement au milieu des c6tés [DC], [GH] et [DH]. On fixe le repere (A; AB,AD, AE

H J G
K 7
D /“ ‘ // C
/ ‘\\ : !://
Y S e
A B
1
1 Montrer que le vecteur @ [ —3 | est un vecteur normal au plan (AEJI).
0

En déduire une équation cartésienne du plan (AEJI).
Calculer la distance du point K au plan (AEJI).

En déduire le volume de la pyramide AEJIK.
Donner une équation paramétrique de la droite D, perpendiculaire au plan (AEJI) et

O i W N

passant par K.
En déduire les coordonnées du point d’intersection de D avec le plan (AEJI).

*kkky: ©

B Exercice 5. Polynésie, 2010
Corrigé page 213

(Source : ts-geomesp-05)
-

Dans I'espace muni d'un repere orthonormal (O 21,7, lc), on considere :

o les points A(1;1;1) et B(3;2;0);

« le plan (P) passant par le point B et admettant le vecteur AB pour vecteur normal ;
o le plan (Q) d’équation : x —y +2z+4 =0;

o la sphere (S) de centre A et de rayon AB.

1 Montrer qu'une équation cartésienne du plan (P)est : 2z +y—2—8=10

2 Déterminer une équation de la sphere (S).
3 . Calculer la distance du point A au plan (Q).
En déduire que le plan (Q) est tangent a la sphere (S).
b. Le plan (P) est-il tangent a la sphere (S) 7
4 On admet que le projeté orthogonal deA sur le plan (Q), noté C, a pour coordonnées
(0;2;—-1).
a. Prouver que les plans (P) et (Q) sont sécants.

b. Soit (D) la droite d’intersection des plans (P) et (Q).
Montrer qu'une représentation paramétrique de la droite (D) est :

r=t
y=12-5t teR
z=4—3t
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c. Vérifier que le point A n’appartient pas a la droite (D).

d. On appelle (R) le plan défini par le point A et la droite (D).
L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
« Tout point du plan (R) est équidistant des points B et C' ».
Justifier votre réponse.

B Exercice 6. ROC et équations de plans et droites *hkhxic @

(Source : ts-geomesp-06) Corrigé page 216

N
L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O 7,7, k)
Partie A : Restitution organisée de connaissances

On considere :
* le point A (a;8:7);
o le plan & d’équation : ax + by +cz+d =0;
e 7 un vecteur normal de & ;
o H, le projeté orthogonal de A sur &.
On suppose connues les propriétés du produit scalaire suivantes :

7T = IR 171 x cos (T, 7) (X.1)

T
v | =T =22 +yy + 27 (X.2)
z

1 A laide de la formule (1), exprimer ‘Zﬁ : ﬁ’).
2 A Taide de la formule (2), montrer que ‘/ﬁ ﬁ" = laa 4+ bp + ¢y + d|.

3 En déduire que la distance du point A au plan & est donnée par la formule :

lace + b5 + ¢y + d|
d(A; Z) = . X.3
W)= e (x3)
Partie B
OnconsidérelespointsA(l;Q;O),B(4;6;3),C’<—1%;%;1%)etD(%;%;g—g).

On suppose que ces points ne sont ni alignés, ni coplanaires.

1 Vérifier que le plan (ABC') admet pour équation : —3y + 4z + 6 = 0.

2 Vérifier que le plan (ABD) admet pour équation : 4z — 3y + 2 = 0.

3 a. Soit & l'ensemble des points équidistants des plans (ABC) et (ABD). Vérifier que
& est la réunion de deux plans (&), d’équation x — z — 1 = 0, et (Z;), d’équation
20 — 3y +224+4=0.

b. On note 7; un vecteur normal au plan () pour i = 1 et i = 2.

Le plan bissecteur intérieur issu de AB est le plan (2;) tel que n; - AC et n; - AD sont

de signes contraires.
Montrer que (Z;) est ce plan.

On admet que (DCB) admet pour équation —2z +y + 2z — 4 = 0 et que (DCA) admet
pour équation x + 2y + 2z — 5 = 0.
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Montrer que le plan bissecteur intérieur issu de CD a pour équation —x 43y +42—9 = 0.
On nommera ce plan ().

Montrer que (Z%) et (Z5) se coupent suivant la droite 2 d’équation :

r=5—06t
14 10
— - _ 2 teR
Yy=73 773
z=1

Dans la question suivante, toute trace de recherche, méme incompléte, sera prise en compte.

Soit & P’ensemble des points M de 2 tels que (d(M; (ABC))* = (d(M; (DCB))*.
a. Montrer que & est composé de deux points dont on précisera les coordonnées.

79 314 106 68
b. Soi la sphe Rl ey
Soit . la sphere de centre S (143 113 143) et de rayon 43
Montrer que . est la sphere inscrite dans le tétraedre ABC D, c’est-a-dire qu’elle est
tangente a chacune des faces du tétraedre.
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1. Nous savons qu’'une équation paramétrique de droite passant par
a

le point A (z4;y4;24) et de vecteur directeur i | b | est de la forme :
c

T =xy+ at
y=ya+0t teR

z2=2zp4+ct
On a alors :
r = —t
1 D):{ y=2+2t ,teR
z=—1—1
T =3
2 D): y=1—-2t ,teR
z=5+3t
r=2-+t
3 D): y=-3+2t ,teR
z=4—3t

B Corrigé de I'exercice 2. Nous savons que si deux plans se coupent, alors leur intersection est
une droite. Il nous faut donc trouver une équation paramétrique de cette droite pour chacune
des questions.

1 (P1):3x—y+2="7 3t —y+z="7
(Py) : —x+3y+22=1 8y + 72 =10 (Ly) + (L1) + 3(L2)

_5_7T
=31 8%
x:%—gz
= _5 7
Yy=1—3~%

IS SN
Il
oot *‘>|
|
01~
~
vu-
Mm
=
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(Py) 120 — 3y +2 =4 5y 42z =—2 (Ly) <+ 2(L1) — (L)
{x+y+z—1
-~

9 {(771):3;+y+z:1 @{vay—l—z:l

z=—-2-3y
r=3+4y
< { z=—2-5y
Ainsi, une équation paramétrique de U'intersection de (P;) et (Pz) est :
r=3+4t
y=t ,teR
z=—-2->51

3 (Py) 12z —2y+32=14 20 —2y+32=4
(P2)2$—3y—3222 y+62=2(L2)<—(L1)—(L2)

o x:4—%z
y=2-—06z

Ainsi, une équation paramétrique de l'intersection de (P;) et (Py) est :

r=4—2t
y=2—-6t ,telkR
z=1t

B Corrigé de I'exercice 3. D’apres leur équation paramétrique, (D;) a pour vecteur directeur

3/2 6/5
% |5/4| et (D;) a pour vecteur directeur v } . On remarque que ¥ = +4 donc les
1 4/5

vecteurs sont colinéaires, ce qui signifie que (D;) et (Dy) sont paralléles.

De plus, le point A (%, —i;O) € (D,); vérifions que A € (Dy). Pour cela, vérifions que ses

coordonnées vérifient 1’équation paramétrique de (Dy) :

3_9_6
2 =5 5! 1
—1:115 \ :t:_l

On trouve une valeur de ¢ et une seule ; par conséquent, A € (Dy), ce qui signifie alors que (D)
et (Dy) sont confondues.

B Corrigé de I'exercice 4.
0
1 Les vecteurs AE | 0| et AT
1
De plus, T.AE =0x1+0x (=1) +1x0=0et TAl =1 x1+1x (-1) +0x0=0.

Ainsi, U est orthogonal aux vecteurs AE et Al ; donc W est normal au plan (AEJT).

ne sont pas colinéaires et appartiennent au plan (AEJI).

O ==

a
2 L’équation cartésienne du plan (AEJI) est de la forme ax + by +cz+d =0, 00 U | b | est
c
un vecteur normal au plan. Ainsi :

1
(AEJI) :x— jy+d=0
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De plus, A € (AEJI) donc ses coordonnées vérifient I'équation d’ou : d = 0. On a alors :

1
(AEJI):x—iy:O

Par définition, on a :

ek + byx + czi +d|

A(K (ABIT)) = e

ou (AEJI) :ax + by + cz +d = 0. Ainsi :

d(K,(ABJI)) = ———2_ —

[u—
N}
_I_
/T\
N[ —=
~—
[\
Sl
ot

Le volume de la pyramide AEJIK est :
V=Bxh

ou B est 'aire de la base (ici AEJI) et h la hauteur (celle que nous avons calculé dans la
question précédente). Donc :

1 NG
V=AFE x Al Xx —=1Xx — X —
V5 2 V5

Ainsi :

V=3

Nous savons qu'une équation paramétrique de D est de la forme :

T =xr + at
y=yxg+0t teR

z=2zK +ct
a
ou K(xy;yr,2r) € Detou U [ b| est un vecteur normal & D. Ainsi :
c
Tr =
yzl—%t ,teR
Y

Nommons H le pied de la hauteur de la pyramide AEJIK issue du sommet K. Alors, H € D
et H € (AEJI), ce qui se traduit de fagons analytique de la fagon suivante (on remplace z
par t et y par 1 — %t dans I’équation cartésienne de (AEJI)) :

(-2 o
2 2°)

On trouve alors :

y 2
5
D’ou :
_ 2
$H—g
m=i-ixi=1-1-1
ZH:%
Ainsi :
2 41
r G5
5




B Corrigé de I'exercice 5.

1

3

a
Nous savons que si @ | b | est un vecteur normal au plan (P), alors une équation cartésienne
c
du plan sera :
ar +by+cz+d=0
_ (31 2
Nous savons ici que AB [2—1] =] 1 | est normal a (P) donc une équation de ce plan
0—1 -1

est :
2x+y—2+d=0

Or, B € (P) donc ses coordonnées vérifient 1’équation :

2rp+yp—2pt+d=0

Soit :
6+2+d=0
Donc :
d=—8
Ainsi :

(P):2z2+y—2—-8=0

Ici, la question est large ... En effet, I’énoncé ne nous dit pas quel type d’équation il faut
établir : une équation cartésienne , paramétrique ou polaire ? On suppose qu’il s’agit ici
d’une équation cartésienne.

Or, une équation cartésienne d’une sphere de centre (z4;ya;24) et de rayon r est :

(=24’ + (Y —ya) + (2 — 2a)" =17

On a: .
|AB|| = 22+ 12+ (-1)2 = V6
Ainsi : )
(8): (@ =1+ (y—1)*+ (z — 1)* = (V6)
Soit :
(S):a? =22 4+1+y* —2y+1+22-22+1=6
Ou encore :

(S): a2+ +22 2@ +y+2)=3

a. La distance du point A (x4 ;ya;24) au plan (Q) d’équation ax + by + cz +d = 0 est
donnée par la formule :

_awa 4 bya + cza +d

Q) = e e
Ainsi, ici :
I x1+(-1)x1+2x1+4 6
a4, (@) = J12+ (-1)2 + 22 G Ve

La distance du point A au plan (Q) est donc égale a /6.

Cette distance étant égale au rayon de la sphére (S), on peut affirmer que le plan (Q)
est tangent a (S).
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b. Calculons la distance du point A au plan (P) :

_PRxi41-1-8_ 6 _ o
1A P) =y Ve~ Vi 4D

Ainsi, (P) est aussi tangent a (S).

a. Nous venons de montrer que les plans (P) et (Q) étaient tous les deux tangents a
la sphere (S). Ainsi, s’ils sont paralleles, les points en lesquels ils sont tangents a
(S8), c’est-a~dire C' et un autre point, que nous nommerons C’ (a;b;c), devraient étre
diamétralement opposés.

Ainsi :
Ty = G 1=3 a=2
ypg=tott = 1= — 1 p=0
zq = 2t 1 == ¢c=3

Si C' € (P) alors ses coordonnées vérifient I'équation cartésienne de (P); or :
2x240-3-8=—-T#0

Ce qui signifie que C" ¢ (P). Ainsi, (P) et (Q) ne sont pas paralléles ; ils sont donc sécants.

b. (P) et (Q) sont sécants donc, si M(z;y;2) € (P)N(Q), alors :

20 +y—2—8=0
r—y+2z2+4=0

Donc, en ajoutant les deux lignes pour obtenir la nouvelle seconde ligne :

{2x+y—z—8—0

3r+z—4=0 ’
soit :
2r+y—2—8=0
z=4—3x
Ainsi :
20 +y—(4—-32)—8=0
z=4—3x ’
d’ou :

or+y—12=0
z=4—3x

Finalement, on a :

y=12 -5z
z=4—-3x
En posant ¢t = x, on a alors :
=t
(D):q y=12—-5t ;teR
z=4—-3t
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c. Injectons les coordonnées du point A dans 1’équation paramétrique de (D) :

1=t
1=12-5¢
1=4-3t

Ce systeme n’admet aucune solution ; en effet, la premiere ligne nous dit que t = 1. Or,
si nous remplacons ¢ par 1 dans la seconde ligne, cela nous donne 'égalité : « 1=T7 »,
ce qui est faux.

Par conséquent, A n’appartient pas a (D).

d. Montrons que le plan (R) est le plan médiateur de [BC].

-3
BC| 0 |; posons I (‘”B;”ﬂc; yptyo. ZB‘Q*'%‘) - (%; 12, %) = (%, 2: —%) le milieu de
-1
[BC].
Soit M (x;y; z) un point du plan médiateur de [BC]. Alors :
IM.BC =0
Soit :
3 1
—3<x—>+0><(y—2)—1>< (z+> =0
2 2
Soit :

—3r—2+4=0

Les coordonnées du point A vérifient cette derniere équation ; en effet, =3 x 1 —1+4 = 0.
Donc A appartient au plan médiateur de [BC.

De plus, n’importe quel point de (D), de coordonnées (t; 12—5t;4—3t),t € R, appartient
aussi a ce plan; en effet, —3t — (4 — 3t) + 4 = 0.

Ainsi, le plan défini par le point A et par la droite (D), c’est-a-dire (R), est le plan
médiateur de [BC]. Donc tout point de (R) est équidistant des points B et C.
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B Corrigé de I'exercice 6.

Partie A : Restitution organisée de connaissances

1 A laide de la formule (1), on a :
’ﬁ ?L" = |AH ] x I =1l x ’cos (zﬁ, ﬁ’)‘

— N L, 7 >
Or, AH et m sont colinéaires, donc ’cos (AH, n)’ =1
a

De plus, 7 étant un vecteur normal de 22, 7 [ b | d'ou ||| = va? + b? + 2. Ainsi :
c

‘ﬁ-ﬁ":AHX\/a2+bQ+CQ

2 En utilisant la formule (2), on a :

N Ty —Q a
[AH - 7| = |[yn =8 |- [ b]|| = la(en —a)+blyn — B) + (2 =)
ZH — c

Ainsi : N
‘AH : Tz" = |laxy + byy + czg — (ac + bB + )|

Or, H € & donc ces coordonnées vérifient son équation d’ou :

axH+byH+czH+d:O

Soit :
aryg + byy + czg = —d
Ainsi : N
[AH - 7| = |~(aa + b3 + ¢y + d)|
Ou encore :

‘ﬁ-ﬁ‘:\aa—l—bﬁ—l—c*ijd]

3 La distance du point A au plan & est la longueur AH. D’apres les questions précédentes,

e ‘E-ﬁ‘:|aa+bﬁ+07+d|:Ame
D’ou :
AH — lac + b3 + ¢y + d|
Partie B

1 Vérifions que les coordonnées de A, B et C' vérifient 1’équation donnée :
e —3Xx244x046=—6+6=0 donc les coordonnées de A vérifient I’équation ;
o —3x6+4x34+6=—-1841246= —18+ 18 = 0 donc les coordonnées de B vérifient
I’équation ;

e —3X (‘f—g) +4x (%) +6 = %@4*“4 = 0 donc les cordonnées de C' vérifient 1’équation.

Ainsi, 'équation donnée est celle du plan (ABC).

2 Vérifions que les coordonnées de A, B et D vérifient ’équation donnée :
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e 4x1—-3%x24+2=4—642=0 donc les coordonnées de A vérifient 1’équation ;
e 4x4—-3x6+2=16— 18+ 2 =0 donc les coordonnées de B vérifient I’équation ;

e 4x (%) -3 X (%) +2= % = 0 donc les cordonnées de D vérifient I’équation.

Ainsi, 'équation donnée est celle du plan (ABD).
3 a. Soit M (z;y;2) € &;alors, d(M;(ABC)) = d(M;(ABD)), et donc :

[d(M; (ABO))” = [d(M; (ABD)))”

ce qui se traduit par :

|—3y + 4z +6]° |4z — 3y + 2|

25 25 ’
soit :
(=3y+42+6)* — (4o — 3y +2)*>=0,
d’ou :
(=3y+4z+6+42—3y+2)(—3y+42+6—42+3y—2)=0,
ou encore :

(dr — 6y + 42+ 8)(—4x + 42+ 4) = 0.

Donc, en factorisant par 2 dans le premier facteur et par « -4 » dans le second :
(2r —3y+2z+4)(x—2z—1)=0.

Ainsi, il faut que 2x — 3y + 22z +4 =0 ou que x — z — 1 = 0, ce qui revient a dire que
M appartient a la réunion des plans d’équations respectives 2z — 3y + 2z +4 = 0 et

r—z—1=0.
28 12
1 2 19 13
b. Nous avons ;| O | et ms | =3 |. De plus, AC | & | et AD | -3¢
plus, 19 13
—1 2 6 83
o 19 26
Ainsi :
—> Y _ 28 6 _ 34 —> > 12 83
—> Y _ 56 24 , 12 _ 68 — > 24 | 48 | 166

Seul le plan (£?,) satisfait les conditions sur les produits scalaires. C’est donc lui qui
est le plan bissecteur intérieur issu de AB.

4 Soit M (x;y;z) sur le plan bissecteur issu de CD. Alors :
[d(M, (DCB)))” = [d(M, (DCA))
(—2x+y+22—4)° (x+42y+2z—5)
9 a 9
(22 +y+22—4)° (2 +2y+22-52=0

(—2x+y+2z—4+zx+2y+22-5)(—2x+y+2z—4—x—2y—22+5)=0

(—x+3y+4z—-9)(-3x—y+1)=0
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—1

On pose alors 3 | 3 | un vecteur normal du plan d’équation —z + 3y + 42 — 9 = 0
4
-3
et 71z | —1 | un vecteur normal du plan d’équation —3xz —y +1 = 0.
0
85 28
19 19
~n| 68 A 8
De plus, CB | 15 | et CA| —5
51 6
19 19
Ainsi :
e - CB=-%43x8 4 4x550etn;- CA——%—%—%<O.
o« Ny - C’B——3><———<Oetn4 C’A——Sx + 2 <0

Par conséquent, il n’y a qu’un seul plan remplissant les conditions sur les produits scalaires,
a savoir celui d’équation —z + 3y + 4z — 9 = 0, nommé (H3).
5 Déterminons l'intersection de (2%;) et (Z3) en résolvant le systeme suivant :
(Hy) @ 20—-3y+2244=0 20 —3y+224+4=0
{(93) o —x+3y+42-9=0 {x+62—5:0

{2(5—6z)—3y—|—22+4=0 j{ 14—102 -3y =0

r=5—06z r=5—06z
14 10
Yy=3 37
i{ r=5—06z

Ainsi, les deux plans se coupent suivant la droite d’équation :

r=5—06t
y—E mt ,t€R
z=1t

6 Me@doncM(5—6 ;14 104, t) oilt € R,

[d(M; (ABC))]” = [d(M; (DCB))]*
(—3y+4246)> (—20+4y+2z—4)°

25 B 9
14 1 2 14 1 2
(—3x(—0t>—|—4t—|—6> <—2(5—6t)+—0t+2t—4)
PN 3 3 _ 3 3
25 9
) 14 10 2
< 9(—14 4 10t + 4t +6) —25(—10+12t+3—3t+2t—4) =0
32 28
o 9(142&—8)2—25(15—) —0
3 3
32 28 32 28
(14t — 8 —t——)] 1314t —=8) =5(—t—— ]| =
@[ (3 3>H( 8) 5(3 3)} 0
- (3 M><—34f+68>—o
3 3/
Ainsi,t_gout—Z
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Il y a donc deux points dans & dont les coordonnées sont :

106 79

$1=5—6Xm:@ To=b—6x2=—-7
JM 10 106 34 w0

D= T3 3T 143 e
106 _

25 = — 22—2

143

7 La distance du point S au plan (ABC) est :

_‘—3x%+4x%+6‘_ 68

o 143

Or, S est un point de & donc d(S; (ABC)) = d(S; (DCB)) et S € &, donc a (P5) et (Hs),
ce qui signifie que d(S; (ABC)) = d(S; ABD) et d(S; (DCB)) = d(S; (DCA)).

Finalement :

d(S; (ABQC))

68

d($;(DCA)) = d(S; (DCB)) = d(S; (ABC)) = d(S; (ABD)) = - 2

et comme S appartient a deux plans bissecteurs intérieurs, on peut conclure que S est le
centre de la spheére inscrite au tétraedre ABC' D (spheére intérieure tangente a chacun des
cOtés du tétraedre).
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Enoncés

Enseignement de spécialité :
arithmétique

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

o Exercices d’'application du cours 22 novembre 2016

© Exercices de réflexion

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Division euclidienne — Multiples et diviseurs

B Exercice 1. Critere de divisibilité *ictevese @
(Source : ts-spe-arithmetique-03)

On pose A, = 2n? + 11n + 32 et B,, = n + 3 pour tout entier relatif n.
On se demande pour quelles valeurs de n B,, divise A,,.
1 Montrer que A, = (n+ 3)(2n +5) + 17.

2 Conclure.

B Exercice 2. Avec une somme géométrique *everese @
(Source : ts-spe-arithmetique-04)
On souhaite démontrer que 5" 4+ 19 est toujours divisible par 4 pour tout entier naturel n.

1 Exprimer de facon plus simple la somme 1+ 5 + 5% + --- 4+ 5! en fonction de n.

2 Conclure.

W Exercice 3. Divisibilité par 2 et 3 *ktrvete @

(Source : ts-spe-arithmetique-05) Corrigé page 226

Démontrer que pour tout entier relatif p, p(p? — 1) est divisible par 2 et par 3.

B Exercice 4. Divisibilité par 8 KAt @

(Source : ts-spe-arithmetique-06) Corrigé page 227

Démontrer que pour tout entier naturel n impair, n? — 1 est divisible par 8.

B Exercice 5. Reste de la division euclidienne par 11 * kKt @

(Source : ts-spe-arithmetique-07) Corrigé page 227

1 Déterminer le reste de la division euclidienne de 100 par 11, de 1000 par 11, de 10000 par
11, de 100000 par 11.
Quelle conjecture peut-on alors faire ?

2 Démontrer la conjecture.
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B Exercice 6. Critére de divisibilité par 7 sans calculatrice *h ks @

(Source : ts-spe-arithmetique-08) Corrigé page 228

1 On considere un nombre a deux chiffres. On note d le chiffre des dizaines et u celui des
unités.
Montrer qu’il est divisible par 7 si et seulement si 3d + u est divisible par 7.

2 Comment appliqueriez-vous ce critére pour vérifier que 392 est bien divisible par 77

3 Le nombre 6119 est-il divisible par 77

B Exercice 7. Divisibilité par 10 et 20 *hx e @

(Source : ts-spe-arithmetique-09) Corrigé page 229

1 Soit a un entier naturel.
Montrer que a® — a est divisible par 10.

2 Soient a et b deux entiers naturels tels que a > b.
Démontrer que si a® — b est divisible par 10, alors a? — b? est divisible par 20.

B Exercice 8. Calcul d’'un maximum *kkirrr @

(Source : ts-spe-arithmetique-32) Corrigé page 229

Calculer la plus grande valeur de I'entier naturel n telle que 3™ divise 1000 !.

Nombres premiers — Nombres premiers entre eux

B Exercice 9. Nombres premiers entre eux e @

(Source : ts-spe-arithmetique-17) Corrigé page 230

Soit un entier naturel n.
On pose alors a, =2n et b, = 3n + 1.
Démontrer I’équivalence suivante :

pged (a3 b,) =1 <= n € 2N
ou 2N est ’ensemble des entiers naturels pairs.

B Exercice 10. Nombres premiers entre eux S SRS -

(Source : ts-spe-arithmetique-18) Corrigé page 230

Montrer que si p est un nombre premier, alors il n’existe pas de rationnel z tel que z? = p.

B Exercice 11. Nombre premier *icverese @

(Source : ts-spe-arithmetique-19) Corrigé page 230

1789 est-il un nombre premier ?

B Exercice 12. Nombres premiers KA tevere @

(Source : ts-spe-arithmetique-21) Corrigé page 230

1 Montrer que pour tout entier naturel n, les nombres n, n+2 et n+ 10 sont distincts modulo
3.

2 En déduire que 'on ne peut pas trouver un entier naturel n > 3 tel que n, n+ 2 et n + 10
soient tous les trois premiers.
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Théoréeme de Gauss — Théoréme de Bézout

W Exercice 13. 31z — 28y = 1 *ictetete @

(Source : ts-spe-arithmetique-10) Corrigé page 231

1 Déterminer PGCD(31;28) a l'aide de I'algorithme d’Euclide.
Trouver alors deux nombres relatifs x et y tels que 31z — 28y = 1.

2 Résoudre dans Z x Z I'équation 31x — 28y = 1.

W Exercice 14. 108z + 55y = 1 *icverese @

(Source : ts-spe-arithmetique-11)
Résoudre dans Z x 7Z I'équation 108x + 55y = 1.

B Exercice 15. Trouver le nombre d’hommes et de femmes Kk veiryr @

(Source : ts-spe-arithmetique-12) Corrigé page 232

Au 8¢ siecle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100 pieces de monnaie dans
une auberge. Les hommes ont dépensé 8 pieces chacun et les femmes 5 pieces chacune.

Combien pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans le groupe ?

B Exercice 16. Avec la notion de pgcd *kiriete @

(Source : ts-spe-arithmetique-35) Corrigé page 233

Soient a, b et ¢ trois entiers naturels tels que bc > a.
Montrer que pged (be — a; b) = pged (a; b).

PGCD - PPCM

B Exercice 17. Nombres premiers entre eux *kietere @

(Source : ts-spe-arithmetique-13) Corrigé page 233

Montrer que si a et b sont premiers entre eux, alors 3a + 5b et a + 2b sont également premiers
entre eux.

B Exercice 18. Avec une équation diophantienne *irtevese @

(Source : ts-spe-arithmetique-14)

On pose © =9(k + 3) et y =4k, ou k € Z.
Montrer que pged(z ;y) divise 108.

B Exercice 19. Divisibilité Kkt @

(Source : ts-spe-arithmetique-15) Corrigé page 234

Le nombre n est un entier naturel non nul.
On pose a =4n+ 3 et b = 5n + 2. On note d le PGCD de a et b.
1 Donner la valeur de d dans les cas suivants : n =1, n = 11, n = 15.
2 Calculer 5a — 4b et en déduire les valeurs possibles de d.
3 a. Déterminer les entiers naturels n et k tels que 4n + 3 = 7k.
b. Déterminer les entiers naturels n et &’ tels que 5n + 2 = 7k’.
4 Soit r le reste de la division euclidienne de n par 7.

Déduire des questions précédentes la valeur de r pour laquelle d vaut 7.
Pour quelles valeurs de r d est-il égal a 17
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Congruences

W Exercice 20. Divisibilité de a® — bS par 3 *ictetete @
Corrigé page 235

(Source : ts-spe-arithmetique-31)
Soient a et b deux nombres relatifs, tous les deux non divisibles par 3.

Montrer que a® — b° est divisible par 3.

B Exercice 21. Reste d’une division par 7 KA tevere @
Corrigé page 235

(Source : ts-spe-arithmetique-16)

Quel est le reste de la division par 7 du nombre 3243 ?

B Exercice 22. Reste d’une division par 7 (bis) Tk vevere @
Corrigé page 235

(Source : ts-spe-arithmetique-26)

Calculer le reste de la division euclidienne de 17°4® par 7.

B Exercice 23. Reste d’une division par 14 *ictevete @
Corrigé page 235

(Source : ts-spe-arithmetique-27)

Calculer le reste de la division euclidienne de 13'7° par 14.

B Exercice 24. Reste d’une division par 7 (ter) *xtevre @
Corrigé page 236

(Source : ts-spe-arithmetique-28)
Trouver tous les entiers naturels n tels que le reste de la division euclidienne de 24™ par 7 soit

égal & 3.

B Exercice 25. Nombre premier et congruences K tevere @
Corrigé page 236

(Source : ts-spe-arithmetique-20)

Montrer que si p et 8p? + 1 sont premiers alors p = 3.

B Exercice 26. Divisibilité et congruences T @
Corrigé page 236

(Source : ts-spe-arithmetique-22)
Montrer que si 7 divise a? + b?, alors 7 divise a et b.

La réciproque est-elle vraie ?

B Exercice 27. PGCD et congruences S SASRONN -
Corrigé page 236

(Source : ts-spe-arithmetique-23)

Soient n, a et b trois entiers naturels.
Montrer que si n divise pged(a;b) alors n divise z, ot # = a mod b.

B Exercice 28. Combo de congruences *kiriete @
Corrigé page 237

(Source : ts-spe-arithmetique-24)
Soit n tel quen =1 mod 2, n =2 mod 3 et n=>5 mod 7.

Quel est le reste de la division euclidienne de n par 427
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W Exercice 29. Equationz? = —11 mod 100 *hKhtete @

(Source : ts-spe-arithmetique-33) Corrigé page 237

Résoudre dans Z I'équation 22 = —11 mod 100.

B Exercice 30. Par récurrence *kkirvr @

(Source : ts-spe-arithmetique-25) Corrigé page 237

Montrer que pour tout entier naturel n, (n +1)(n+2)---(2n — 1) x 2n est divisible par 2" et
trouver le quotient correspondant.

B Exercice 31. 22" 4+ 15n — 1 modulo 9 *kkiryr @

(Source : ts-spe-arithmetique-29) Corrigé page 237

1 Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 4" =1+ 3n mod 9.

2 En déduire que 22" +15n — 1 =0 mod 9 pour tout entier naturel n.

Exercices de recherches avancées

B Exercice 32. Suites et congruences *hhkte @

(Source : ts-spe-arithmetique-01) Corrigé page 238

On considere la suite (u,) d’entiers naturels définie par uy = 14 et u, 1 = 5u, — 6 pour tout
entier naturel n.

1 Calculer uq, us, us et uy.
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres de wu,, 7
2 Montrer que, pour tout entier naturel n, u,,2 = u, mod 4.
En déduire que pour tout entier naturel k, ugr, =2 mod 4 et ugr; =0 mod 4.
3 a. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 2u, = 5"2 + 3.
b. En déduire que pour tout entier naturel n, 2u,, = 28 mod 100.
Peut-on en conclure que u,, = 14 mod 1007
4 Déterminer les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u,, suivant les valeurs de n
et valider ainsi la conjecture faite a la question 1.
5 Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (u,,) est constant et préciser
sa valeur.

n
W Exercice 33. > p® et pged *hkkktr @
p=1
(Source : ts-spe-arithmetique-02)
Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat suivant :

« Etant donnés deux entiers naturels a et b non nuls, si pged (a; b) = 1 alors pged (a?; b?) = 1. »

La suite (Sy,),, est définie par :

S, = Z 3.
p=1
On se propose de déterminer, pour tout entier naturel » non nul, le plus grand commun diviseur
de S, et Spi1.
n(n+1)]°
]

2 Etude du cas ot n est pair. Soit k 'entier naturel non nul tel que n = 2k.

1 Démontrer que, pour tout entier n non nul, S,, = [
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a. Démontrer, que pged (Sax ; Sarr1) = (2k + 1)?pged (K% (k + 1)2).
b. Montrer que k et k 4 1 sont premiers entre eux.
c. En déduire pged (Sok 5 Soxt1)-
3 Etude du cas ot n est impair. Soit k Pentier naturel non nul tel que n = 2k + 1.
a. Démontrer que les entiers 2k + 1 et 2k 4 3 sont premiers entre eux.
b. Déterminer pged (Sogr1; Soxr2)-

4 Déduire des questions précédentes qu’il existe une unique valeur de n, que I’on déterminera,
pour laquelle S, et 5,1 sont premiers entre eux.

B Exercice 34. Théoréme des restes chinois xkkkk @

(Source : ts-spe-arithmetique-30) Corrigé page 240

Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux.

r=a modm
1 Démontrer que si (a;b) € Z x Z, alors le systeme admet une unique
r=b modn

solution = modulo mn.

2 Application : dans une boutique qui vend des macarons, il y a des boites de rangement par
5 et par 9.
Une société souhaite acheter un certain nombre de macarons. La préparatrice constate que
si elle ne prend que des rangements par 5, il lui reste a la fin 3 macarons. Si elle ne prend
que des rangements par 9, il lui reste au final 2 macarons.

Combien la société a-t-il commandé de macarons sachant que ce nombre est compris entre
100 et 1407

B Exercice 35. Le « petit » théoréme de Fermat *hkkxk @
(Source : ts-spe-arithmetique-34)
Soient p un nombre premier, n un entier naturel et a non divisible par p.

1 Montrer que le reste des divisions euclidiennes par p de a, 2a, ... , (p — 1)a sont tous
distincts.

2 En déduire que a?! =1 mod p. (Cest le « petit » théoréme de Fermat)

3 Montrer que la réciproque est fausse en utilisant le nombre p =3 x 11 x 17 = 561.
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1.
1 (n+3)(2n+5)+17=2n> +5n+6n+ 15+ 17
=2n% 4+ 11n + 32

=A,.
. A,
2 B, divise A, si 5 € 7, pour n # —3.
Or, "
A, (n+3)(2n+5) +17
B, n—+3
(n+3)(2n +5) 17
- -+
n+3 n+3
17
=2n+5+ .
n+3

A
(2n 4+ 5) € Z donc B € Z <= (n+3)[17.

17 étant un nombre f)remier, il n’est divisible que par 1 et 17 donc il faut que n +3 =1
(ileen=1-3=-2)oun+3=17 (ie. n =17 -3 = 14).

B,, divise A, pour n = —2 et n = 14.

B Corrigé de I'exercice 2.

1— n—+1
1 Onsaitque1+q+q2+---—|—q”:1—pourq;él.
—q
Ainsi,
1—-5" 5H"—1
1+5+52 4. +5" 1 = = :
55t =

2 Lasomme 14+5+5%+- - -+5""1 est entiere donc 5" —1 est divisible par 4. Ainsi, 5" —1+4k € N
pour tout entier relatif k.
En prenant k = 5, on obtient 5 — 144 x 5 = 5" + 19, donc 5™ + 19 est toujours divisible
par 4.

B Corrigé de I'exercice 3.
1 Divisibilité par 2. Deux cas se présentent :
o pest pair : p =2k, k € Z. Dans ce cas, p(p? — 1) = 2k(4k® — 1) est divisible par 2.
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e Sipestimpair: p=2k+1, k € Z. Dans ce cas,

p(p* — 1) = (2k + 1)[(2k +1)* - 1]
= (2k + )(4k2 +2k+1-1)
= (2k + 1)(4k* + 2k)

= 2(2k + 1)(2k* + k)

Ainsi, p(p* — 1) est divisible par 2.
Dans tous les cas, le résultat est démontré.
2 Divisibilité par 3. Trois cas se présentent :
o p=23k, k €Z. Alors, p(p* — 1) = 3k(9k* — 1) est divisible par 3.
o p=3k+1. Alors,

p(p* — 1) = 3k + 1)[(3k + 1)* - 1]
= (3k + 1)(9%2 + 6k)
= 3k(3k +2)(3k +1).

Donc p(p* — 1) est divisible par 3.
e p=3k+2. Alors,

p(p* — 1) = (3k +2)[(3k +2)* — 1]
= (3k +2)(9k* + 12k + 3)
= 3(3k% + 4k + 1) (3k + 2).

Donc p(p? — 1) est divisible par 3.
Dans tous les cas, p(p* — 1) est divisible par 3.

B Corrigé de I'exercice 4.
n est impair donc n =2k + 1, k € N.
Ainsi,

n*—1=02k+1)*-1
= 4k* + 4k
— 4k(k +1).

k et k4 1 sont deux entiers consécutifs donc I'un des deux est pair; ainsi, leur produit est pair
et s’écrit donc k(k+ 1) =2¢, g € N.
On a donc : n? — 1 =4 x 2¢q = 8¢, ce qui prouve que n? — 1 est divisible par 8.

B Corrigé de I'exercice 5.
1 10°=100=9 x 11 + 1
10> = 1000 = 90 x 11 + 10
10" = 10000 = 909 x 11+ 1

10° = 100000 = 9090 x 11 + 10
On peut conjecturer que lorsque n est pair, le reste de la division euclidienne de 10™ par
11 est égal a 1 et lorsqu’il est impair, ce reste est égal a 10.
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2 « Supposons que n soit un entier naturel pair. Alors, n = 2k, k € N et
10" = 10%* = 100* = (99 + 1)*.
k

Or, (a+b)* =" ¢,a’b"?, ot les ¢, sont des coefficients entiers.
p=0
Autrement dit, (99 4+ 1)F = 99% +99%~1¢; + 99¥~2¢y 4 .-+ +99¢, 1 + 1.
Chaque terme de cette somme (sauf le dernier) étant un multiple de 99, le reste de la
division euclidienne de 100* par 11 est égale a 1 (le dernier terme de la somme).
Cela montre que si n est pair, alors le reste de la division euclidienne de 10" par 11 est
égal a 1.
« Supposons que n soit impair. Alors, n = 2k + 1, k € N et 10" = 10%+! = 10%* x 10.
D’apres ce qui a été fait précédemment, on peut alors écrire :

10% x 10 = 10 x 99% + 10 x 99" '¢; + 10 x 99" 2cy + - - - 4+ 10 x 99¢, 1 + 10.

Ainsi, le reste de la division euclidienne de 10?**1 par 11 est égal & 10.
La conjecture est alors démontrée.

B Corrigé de I'exercice 6.

1 2=10d4+u= (7d+3d)+u="7Td+ (3d + u).
x est divisible par 7 équivaut a dire que 7d+ (3d+u) U'est aussi, i.e. que 3d + u est divisible
par 7 car 7d 'est toujours.

2 On peut s’inspirer du raisonnement précédent en posant :

r =392
=39 x 1042
=39x (7T+3)+2
=39 X T7T+3x39+2

392 est divisible par 7 si et seulement si 3 x 39 + 2 I’est aussi.
3x39+2=3x(40—-1)4+2=120—-3+2=119.

On recommence avec 119 :
119=11x 7+ 11 x 3+ 9.

119 est divisible par 7 si et seulement si 11 x 3 4+ 9 I’est aussi.
11x34+9=33+9=42=7x6.

Ainsi, 119 est divisible par 7, donc 392 aussi.
3 611 x3+9=1833+9 =1842.
184 x 3+2 =552+ 2 =554
55 x 3+4=165+4 =169
16 x34+9=48+9 =57
57 n’est pas divisible par 7 donc 6 119 non plus.
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W Corrigé de I'exercice 7.

1 ae N
a® —a=ala* —1)
=a(a® - 1)(a*+1)
=a(a—1)(a+1)(a* +1).
Entre a et a + 1, il y a un nombre pair; donc a®° — a est divisible par 2.
a—1, a et a+ 1 sont trois nombres consécutifs. Si 'un deux est divisible par 5, alors a® — 1
I’est aussi et donc au final, il est divisible par 10.
Si aucun des nombres a — 1, a et a + 1 n’est divisible par 5, alors notons r le reste de la
division euclidienne de a par 5: a=5¢+7r, 0 <r <5, g€ N.
Si a — 1 n’est pas divisible par 5, alors r # 1;
si a 4+ 1 n’est pas divisible par 5, alors r # 4.
Alors, a®> +1 = (5q +r)> +1=25¢> 4+ 10qr + r* + 1, avec r =2 ou r = 3.
e Sir=2,r*+1=5;
e Sir=3,r*4+1=10.
Dans les deux cas, a? + 1 est divisible par 5.
Ainsi, a® — a est divisible par 5 et par 2, donc par 10.

2 a® — b° divisible par 10.
Or, on peut écrire :

5

a—b =ad"—a+a— b —b)—b=(a°—a)— (b°—0b)+ (a—0).
a® — a et b — b sont divisibles par 10 d’apres la question précédente ; ainsi, si a® — b° est
divisible par 10, a — b doit I’étre aussi.
Ainsi, a — b = 10q, g € N et donc a = 10g + b. En ajoutant b dans les deux membres, on
obtient a + b = 10q + 2b = 2(5q + b), et donc a + b est divisible par 2.

a — b est divisible par 10 et a + b est divisible par 2, donc (a — b)(a + b) = a® — b? est
divisible par 20.

B Corrigé de I'exercice 8.
Remarquons que :

1000 =(1x2%x3x+--x10) x (11 X -+ x20) x -+ X (991 x --- x 1000) .

Combien de multiples de 3 avons-nous ici? Il y en a 333 (999 = 3).
On peut donc factoriser ainsi :

1000! =331 x2x 1 x4x5x2x7Tx8x3x10)x -+ x (991 x 992 x 331 -+ x 3331 000) .

On voit alors apparaitre le produit 333! dans lequel il y a 111 multiples de 3. On peut donc
écrire :
3331 =3" (1 x2x 1 x---x111.

On voit apparaitre 111! dans lequel il y a 37 multiples de 3 (3, 6, 9, ..., 99, 102, 105, 108, 111).
On peut donc écrire :
111! =3%"(1x2x1x---x12x37.

De méme, on voit 12! apparaitre, ou il y a 4 multiples de 3 donc on peut écrire :

12/ =3*(1x2x1x---x4.
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On voit apparaitre 4! ou il y a 1 multiple de 3 et on peut écrire :

41=3"1x2x1x4).

Finalement, dans 1 000!, on peut mettre en facteur 3333+111+37+4+1 _ 3486

Ainsi, le plus grand entier n tel que 3" divise 1 000! est n = 486.

B Corrigé de I'exercice 9.

3n+1=2n+(n+1)
2n=1x(n+1)+(n—1)
n+l=1x(n—-1)+2.

Deux cas se présentent :
e n€2N < n =2k, ke N. Alors :

n+1=2k+2
2k=2xk+0

Dans ce cas, pged (ay, ;by,) = 2.
e n¢g2N <= n=2k+1, ke N. Alors:

n+1=2k—-1)+2
U —1=2k—1)+1
2=2x1+0.

Dans ce cas, pgced (ay, ;b,) = 1.

On a donc bien :
pged (ay ;b,) =1 <= n € 2N.

B Corrigé de I'exercice 10.

a
Raisonnons par l'absurde; supposons donc qu’il existe un rationnel x = 7 tel que 22 = p et
pged (a;b) = 1.

a2

Alors, 7
D’aprés le théoréme de Gauss, p divise donc a?, donc p divise a et alors p? divise a?, donc divise
pb%. Ainsi, p divise b%, donc p divise b.
Or, pged (a;b) = 1 donc il n’est pas possible que p divise a la fois a et b.

= p, soit a? = pb.

On aboutit a une contradiction ; par conséquent, notre hypothese de départ est fausse.
Ainsi, il n’existe pas de rationnel z tel que 22 = p.

B Corrigé de I'exercice 11.
Rappelons que si p est un nombre premier, alors il n’admet aucun diviseurs inférieurs a ,/p.

V1789 = 42,3,

Les nombres premiers inférieurs a 42 sont :
2;3;9;7;11;13;17;19;23; 29; 31; 37; 41.

On vérifie que aucun d’entre eux ne divisent 1 789.
Par conséquent, 1789 est un nombre premier.

B Corrigé de I'exercice 12.
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1 Rappelons que a et b sont distincts modulo 3 si et seulement si (a — b) est un multiple de
3.

n — (n+2) = —2 n’est pas un multiple de 3, donc n n’est pas congru a n + 2 modulo 3.
n — (n+ 10) = —10 donc méme conclusion.
(n+2) — (n+ 10) = —8 donc méme conclusion.

Ainsi, n, n 4+ 2 et n + 10 sont distincts modulo 3.

2 Notonsn=7r; mod3, n+2=ry, mod3etn+ 10=r3 mod 3.
D’apres la question précédente, ry, ro et r3 dont deux a deux distincts. Or, il n’existe que
3 restes possibles dans la division euclidienne par 3 : 0, 1 ou 2.
Par conséquent, I'un des restes est nul et donc, 'un des nombres n, n + 2 et n + 10 est
divisible par 3. Ce nombre n’est donc pas premier car il ne peut pas étre égal a 3 (par
hypothese : n > 3).

B Corrigé de I'exercice 13.
1 31=1x28+3
28=9x3+1
3=3x1+0
Donc PGCD (31;28) = 1.
De I'algorithme précédent, on peut écrire :
1=28—-9x%x3
=28 —9 x (31 — 28)
=10x28 -9 x 31
Ainsi, si x = =9 et y = —10, 31z — 28y = 1.

2 Ona:
3l x (=9 —28x (—=10) =1
31 x x — 28 X Y =1
3l x(-9—2)—28x (-10—y)=0
Ainsi :

31(—9 — z) = 28(—10 — y).
Or, PGCD (31;28) = 1 donc d’apres le théoreme de Gauss, 31 divise (—10—1y) et 28 divise

(=9 —2x):
{—?O —:Cy ; gfz , keZ
soit :
, kel

y =—10— 31k

{x — —9— 98k

B Corrigé de I'exercice 14.
1 108=1x55+53

55 =1x53+2
53 =26 x2+1
2=2x1+0

Donc PGCD (108;55) = 1.
De I'algorithme précédent, on peut écrire :
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1=53—26x 2
= (108 — 55) — 26 x (55 — 53)
=108 — 55 — 26 x 55 + 26 x 53
— 108 — 27 x 55 + 26(108 — 55)
=27 x 108 — 53 x 55

Ainsi, si xg = 27 et yo = —53 sont deux solutions particulieres de I’équation diophantienne
108z + 55y = 1.
2 Ona:

108 x 27 +55x (=53) =1
108x =z +55x y =1
108 x (27— 2) +55 x (=53 —y) =0

Ainsi :

108(27 — ) = 55(53 + y).
Or, PGCD (108;55) = 1 donc d’apres le théoreme de Gauss, 108 divise (53 + y) et 55
divise (27 — x) :

27 — = 55k
v , kel
53 +y =108k
soit :
= 27 — b5k
o , kel
y = —b3+ 108k

B Corrigé de I'exercice 15.
Notons x le nombre d’hommes et y celui de femmes.
L’énoncé nous donne alors 1’équation :

8z + 5y = 100.

Avant tout, trouvons une solution particuliere a cette équation.

100 — 8 100 8 8
Il faut que y = e 0— % soit entier, donc que 8z soit un multiple de 5.

Prenons alors x = 5 et donc y = 20 — 8 = 12.
Une solution particuliere est donc (zq;yo) = (5;12).

On a alors :
8 % 5 + 5 x 12 =100
8x x +5Hx y = 100
8x (b—z)+5x(12—y)= 0
soit :

8(5 — x) = 5(y — 12).
PGCD (8;5) =1 donc d’apres le théoréme de Gauss, 8 divise (y — 12) et 5 divise (b — x) :

o — = bk
{ v , kel

y—12 =28k
soit :
=5—>5k
‘ . keZ
y =12+ 8k

On sait que (x;y) € N* x N* ce qui nous laisse peu de choix quant aux valeurs de k :
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e k=0:onaalorsx=>5ety=12;
e k=—1:onaalorsz=10et y = 4.

Il y avait donc 5 hommes et 12 femmes, ou 10 hommes et 4 femmes.

B Corrigé de I'exercice 16. Notons d = pged (bc — a; b).

« D’apres I'égalité de Bézout, il existe un couple d’entiers relatifs (u ; v) tel que (be—a)u+bv =

d.
(bc —a)u+bv=d <= becu—au+bv=d
<~ a(—u)+blcu+v)=d
—u € Z et (cu+v) € Z donc il existe un couple d’entiers relatifs (u';v’), avec v/ = —u et

v’ = cu+ v, tel que au’ + bv' = d.
Donc pged (a; b) divise d.
o De plus, d = pged (be —a; b) = d|bet d|(bc — a) = d|a car si d|b, alors d|(bc) donc si
d|(bc — a), alors nécessairement, d|a.
Ainsi, d|a et d|b donc d|pged (a; b)
Finalement, pged (a; b)|d et d|pged (a; b) donc d = pged (a; b).

B Corrigé de I'exercice 17.
o Premieére méthode : nous allons utiliser 'algorithme des différences, vu en classe de 3°.

pged (3a + 5b;a + 2b) = pged (a + 2b;3a + 5b — (a + 2b))
= pgecd (a + 2b;2a + 3b)
= pgcd (a + 2b;2a + 3b — (a + 2b))
= pgecd (a +2b;a + b)
=pged(a+b;a+2b— (a+b))
= pged (a+b;b)
= pgcd (b;a+b—b)
= pged (bsa)
=1 car a et b sont premiers entre eux.

o Deuxiéme méthode : pged (a; b) = 1 donc il existe un couple d’entiers relatifs (u;v) tel
que au + bv = 1.
Nous allons montrer qu’il existe un couple d’entiers relatifs (u';v") tel que (3a + 5b)u’ +
(a+2b)v = 1.

(3a + 5b)u' + (a + 20)v" = 3au' + 5bu’ + av’ + 20’
= a(3u' + ') + b(5u' + 20").
3w +v=u (L) 0

Pouvons-nous choisir u’ et v de sorte que /
bu' 4+ 20" =v (L)

Pour répondre a cette question, cherchons a résoudre ce dernier systéme.

En faisant 2(L;) — (L2), on obtient :

u =2u—v
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et en faisant —5(Ly) + 3(L2), on obtient :
v = —5u + 3w.

En prenant ces valeurs de v’ et v/, on a (3a + 5b)u’ + (a + 2b)v" = au+ v = 1.
Ainsi, d’apres le théoreme de Bézout, pged (3a + 5b; a + 2b) = 1.

B Corrigé de I'exercice 18.
Utilisons l'algorithme des différences (et donc la propriété : pged (a;b) = pged (a ;b — a)) pour
démontrer le résultat :
pgcd (x5y) = pged (9k + 27 ; 4k)
= pgcd (4k ; 9k + 27 — 4k)
= pgcd (4k ; 5k + 27)
= pgcd (5k + 27 ; 5k + 27 — 4k)
= pged (5k + 275 k + 27)
= pgcd (k + 27; 5k + 27 — (k + 27))
= pgcd (k + 27 ;4k)
= pgcd (k + 27;4k — (k 4 27))
= pgcd (k + 2753k — 27)
= pged (k + 273k — 27 — (k + 27))
= pgcd (k + 2752k — 54)
= pgcd (k +27;2k — 54 — (k + 27))
= pgcd (k + 275k — 81)
= pgcd (k + 27k + 27 — (k — 81))
= pged (k4 27;108) .

Or, pged(k 4 27;108) divise 108 (par définition) donc pged(z;y) divise 108.

B Corrigé de I'exercice 19.
1 e n=1:a=7etb="7donc pged(a;b)="T1.
e n=11:a=47et b =57 donc pged (a;b) = 1.
e n=15:a=063et b= 77 donc pgcd (a;b) =T.
2 5a—4b="5(4n+3) —4(5n+2)
=20n+15—-20n — 8
=1.

b
Ainsi, 5 (?) —4 <7> = 1. De plus, 5 et 7 sont premiers entre eux, et il en est de méme

pour 4 et 7.
Par conséquent, a et b sont des multiples de 7 et donc d = pgced (a;b) peut valoir 1 ou 7.

3 a 4n+3=T7Tk < 4n—- Tk = -3.
Une solution particuliere est (ng; ko) = (1;1). On a alors :

4x1—-7Tx1=-3
4dxn—Txk=-3

donc :
41—-n)—=T7(1—k)=0
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soit :
41 —n)=7(1 - k).

4 et 7 étant premiers entre eux, d’apres le théoreme de Gauss :

1—k=4
{ 1 qeE’
1—n="7q

soit :

k=1—-4
1 q € Z_ (car n et k doivent étre positifs).
n=1-"7q

b. Par un raisonnement analogue a celui adopté a la question précédente, on a :

K =1-5¢
g q €.
n=1-"7¢

4 D’apres la question précédente, si le reste de la division euclidienne de n par 7 est égal a
1, alors a et b sont des multiples de 7 et donc d = 7.
Dans le reste des cas (sans jeu de mot), d = 1.

B Corrigé de I'exercice 20.

a n’est pas divisible par 3 donc a =1 mod 3 ou a =2 mod 3. Ainsi, a® = 1 =1 mod 3 ou
a=2=64=1 mod 3 car 64 =3 x 21 + 1.

Ainsi, a® =85 =1—-1=0 mod 3 et donc a® — b% est divisible par 3.

B Corrigé de I'exercice 21.
Nous savons que 32 =4 x 7+ 4 donc 32 =4 mod 7.
Ainsi, 32% = 4% mod 7.
Or,42=16=2 mod 7et 43 =64=1 mod 7.
On peut donc écrire :
329 = 4315 mod 7

= (43)15 mod 7
=1% mod 7
=1 mod?7.

B Corrigé de I'exercice 22.

17=3 mod 7Tcar 17=2x 7+ 3.

Ainsi, 172 =32 =2 mod 7, et donc 17° =23 =1 mod 7.
On écrit 548 sous la forme : 548 = 6 x 91 4+ 2 donc :

17M8=:@7691x172
=1"%2 mod7
=2 mod?7

Ainsi, le reste de la division euclidienne de 17%*® par 7 est égal a 2.

B Corrigé de I'exercice 23.
13=—1 mod 14 donc 13'™ = (-1)1™9 = —1 = 13 mod 14.
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B Corrigé de I'exercice 24.
Remarquons que 24 =3 mod 7 car 24 =3 X 7+ 3.
Ainsi, 24'=3'= mod 7

242=32=2 mod 7

24*=3=6 mod 7

244 =3"=4 mod 7

24°=3"=5 mod 7

24°=3=1 mod 7

247=3"=3 mod 7
La boucle est bouclée pour 'exposant 7 et on peut en conclure que 24%**! = 3 mod 7, ou
k e N.

Ainsi, le reste de la division euclidienne de 24™ par 7 est égal & 3 pour n =1 mod 6.

B Corrigé de I'exercice 25.
* Sip=0 mod 3, alors p est un multiple de 3. Or, p est premier donc p = 3 nécessairement.

« Sip=1 mod 3, alors p?> =1 mod 3 et donc 8p? =8 =2 mod 3, soit
8p?+1=0 mod 3.
Donc 8p? + 1 est un multiple de 3 et aussi premier. Donc 8p? + 1 = 3, ce qui est impossible
car p € N.
Ainsi, p ne peut pas étre congru a 1 modulo 3.

e Sip=2 mod 3, alors 8p?> +1 =0 mod 3, ce qui nous ramene & la méme conclusion qu’au
point précédent.
Ainsi, pePet 8p? +1 € P <« p=3.

B Corrigé de I'exercice 26.

Supposons que 7 divise a? + b?.

Les restes possibles de la division euclidienne de a par 7 sont : 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6.
a=0 mod7=0a’>=0 mod 7

a=1 mod7=a’=1 mod?7
a=2 mod7=a’>=4 mod 7
a=3 mod7=ad’=9=2 mod 7
a=4 mod7=a*=16=2 mod 7
a=5 mod7=a¢>=25=4 mod 7
a=6 mod7=0a*=36=1 mod 7
Il n’y a donc que 4 restes possibles dans la division euclidienne de a? par 7 : 0, 1, 2 ou 4.
Il en est de méme pour b?.

Or, a*> +b*> =0 mod 7 donc seul le couple (0;0) convient.

Ainsia=0 mod 7et b=0 mod 7, soit 7 divise a et b.

La réciproque est vraie car si 7 divise a et b, alors > = 0 mod 7 et 1> = 0 mod 7, donc
a’*+b>=0 mod 7.

B Corrigé de I'exercice 27.
n divise pged (a;0) = n =0 mod aet n =0 mod b

— K
0T (k) eNx N
b=k'n
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Or, x =a mod b donc z =bq+a, g €N, soit x = k'ng+ kn =n(k'q+ k).
Ainsi, n divise z.

B Corrigé de I'exercice 28.

n=1 mod 2 <= 21n =21 mod 42

n=2 mod3 <= 14n =28 mod 42 } = 4In =79 mod 42.

n=>5 mod7 <= 6n =30 mod 42

Or, 41 = —1 mod 42 et 79 = —5 mod 42 donc —n = —5 mod 42, soit n =5 mod 42.

Le reste de la division euclidienne de n par 42 est donc égal a 5.

B Corrigé de I'exercice 29.
2> = —11 mod 100 <= 2 =300 — 11 mod 100

<~ 22 =289 mod 100
= 22 =17% mod 100

— ’11517 mod 100‘

B Corrigé de I’exercice 30. Posons P, : (n+1)(n+2)---(2n—1) x 2n =0 mod 2".
Notons A, = (n+1)(n+2)---(2n — 1) x 2n.
Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout entier naturel n.

« Initialisation : Py est vraie car Ay =1 et 2° = 1. On a donc bien 4y =0 mod 1.
» Supposons que pour un entier n fixé, P, est vraie, donc que A, = 2"B,.
Aps1 = A, x (2n+1)(2n + 2)
=2"B, x2(2n+1)(n+1)
=2""B,(2n + 1)(n + 1).
Ainsi, A, est divisible par 2""!. L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, P, est vraie pour tout entier naturel n.

2n)! A, 2n)!
A, = P qone A Z 2L e 2n— 1),
n! 2n 27(n!)
n—1
Le quotient de A,, par 2" est donc égal a H (2k+1).
k=0

B Corrigé de I'exercice 31.
1 « Initialisation : 4° =1 et 1 +3 x 0 =1 donc 4" = 1 + 3n mod 9 est vraie pour n = 0.
o Hérédité : supposons que pour un entier n fixé, 4" =1+ 3n mod 9.
Alors, 4" =4 x (14+3n) mod 9, soit 4" =4+ 12n=4+3n=1+3(n+1) mod 9.
L’hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, pour tout entier naturel n, 4" = 1+ 3n mod 9.
2 2"+ 15n—1=4"+15n—1 mod 9
=14+3n+15n—1 mod 9
= 187 mod 9
=0xn mod?9
=0 mod 9.
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B Corrigé de I'exercice 32.
1 o u1=5u)—6=5x14—-6=70—6 = 64.
e Uy =DHu; —6=5x64—6=320—6=314.
e U3 =DHuy—6=5x314—6=1570—6 = 1564.
o U =DHou3—6=5x1564—6=7820—6="T7814.
On peut conjecturer que les termes de la suites se terminent par « 14 » ou « 64 ».
2 Upio =Dy — 6 =5(bu, —6) — 6 = 25u, — 36.
Or,25=1 mod 4 et 36 =0 mod 4 donc u,,s = u, mod 4.

Pour tout entier naturel n, ug =4 =2 mod 4 et u,,2 = u, mod 4 donc pour tout entier
naturel k, us, = ug mod 4 donc us, =2 mod 4.

De méme, u; = 64 = 0 mod 4 et u,.2 = u, mod 4 donc pour tout entier naturel k,
Ugky1 = u; mod 4 donc ugkyr; =0 mod 4.

3 . Posons 2, la propriété : 2u, = 5" + 3.

o Py 2up =52+ 3 =28 et nous savons que ug = 14 donc P, est vraie.
L’initialisation est alors réalisée.

« Supposons maintenant que &, soit vraie pour un entier n donné (hypothese de
récurrence : 2u, = 5" 4 3).

Alors,

Qi1 = 2(5u, — 6)
— 5 x 2u, — 12
=5 x (5" 4+ 3) — 12 (par hypothese de récurrence)
=5" 415 — 12
=5" 13

L’hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, &, est vraie pour tout entier naturel n.
b. 52 = 25 = 25 mod 100 et 5% = 125 = 25 mod 100 donc, par récurrence immédiate,
572 = 25 mod 100 pour n > 2.
Ainsi, 5"*?2 4+ 3 = 28 mod 100, soit, d’aprés la question précédente,
2u, = 28 mod 100.

pged (25 100) # 1 donc on ne peut pas simplifier par 2 cette derniére congruence. On
ne peut donc pas dire que u,, = 14 mod 100.
4 Posons u, = 1004,, + B,, ou A, et B, sont deux entiers naturels, avec 0 < B,, < 100.
Alors, 2u,, = 200A4,, + 2B,, = 2B,, mod 100.
Ainsi, d’apres la question 3.b, 2B,, = 28 mod 100. On en déduit alors que 2B, = 28 ou
2B,, = 128 (car B,, < 100), soit B, = 14 ou B,, = 64.
Les deux derniers chiffres de u,, sont donc « 14 » ou « 64 ».

5 D’apres la question précédente, quel que soit n, u, et u,.; sont pairs.
Donc pged (uy 5 Upyr) = 2.

B Corrigé de I'exercice 33.

2

Démontrons que (£2,,) est vraie pour tout entier naturel » non nul.

2
1
1 Posons: (Z2,): 13423 +...+n3 = [n(n—i—)] _
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o Initialisation.

(P,) est vraie car 13 = [

1 x (1+1)r‘
2

» Supposons que (Z,) soient vraie pour un n non nul donné. Alors,

1)
P+2 4+ 40+ (n+1)7° = [H

]4‘ (n+1)?
=<n+1>“jl

(n+ 1)]

— 4+

:n +4n +4
I 4
'(n+2>2]

=(n+1)?

= (n+1)? 1

[(m 1)2(-71—1— 2)12

Ainsi, (22,,) = (Pp41); Uhérédité est alors vérifiée.

La propriété est donc vraie pour tout entier naturel n non nul.

Bl o Sy = l%@’;mr = k22K + 1)? et
S = l@k + 1)2(% + 2)12 _ F(zk + 12)(k + 1)12 (bt A2k 1)

Or, pged (ka; kb) = kpged (a; b). Donc,
pged (B2(2k + 1)%; (k4 1)%(2k + 1)) = (2k + 1)*pged (k?; (k+1)?)

soit :

pged (Sap ; Sani1) = (2k + 1)*pged (K75 (k +1)*)

b. k et k+ 1 sont deux entiers consécutifs ; donc I'un est pair, 'autre impair.
De plus, n > 1 donc k > 1, soit pged (k; k+ 1) # 0.
D’ou pged (k; k+ 1) = 1.

c. De la question précédente et de la propriété admise, on a :

pged (k; k+1)=1= pged (B*; (k+1)?) =1,

d’ou
(2k + 1)*pged (K25 (k + 1)) = (2k + 1)*.

Ainsi,

ngd (Sgk; Sgk_H) = (2k5+ 1)2.
3 a Sik=0,2k+1=1et 2k+ 3 =3; on a bien pged (1; 3) = 1.

Supposons maintenant que k > 0.
2k+3=02k+1)+2 , 0<2<2k+1
2k+1=2k+1 , 0<1<?2

2=2x14+0
Le dernier reste non nul est 1.
Par conséquent, pged (2k +1; 2k 4+ 3) = 1.
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b. On :

2/{:+122/€+22 2k + 2)2(2k + 3)2
pged (Saxt1; Sok+2) —pgcd< 4< ) : ( )4( ) )
= pged (26 + 1)*(k +1)*; (k + 1)*(2k + 3)%)
<’f +1)°pged ((2k +1)%; (2k +3)?)
=(k+1)*x1
pged (Sakri ; Sanea) = (k +1)%

4 Des questions précédentes, on peut déduire que

pged (Sok 5 Sok+1) = 1=k =0=n =0+« impossible.
pged (Sops1; Sopyo) =1=k=0=n=1.

Ainsi, il existe une unique valeur de n pour laquelle pged (S, ; Spp1) =1:n = 1.

B Corrigé de I'exercice 34.

1 Nous allons démontrer I'équivalence entre le systeme et I'unicité de la solution en démon-
trant la double implication.

r=a modm
« Montrons que = 1z =ux9 mod (mn).
x=0b modn

m et n sont premiers entre eux donc d’apres le théoreme de Bézout, il existe un couple
(u;v) d’entiers relatifs tels que um + vn = 1.

. r=a modm .
Le systeme peut s’écrire :
{x =b mod n
=mk
rEmEta ) eZxT
x=nk'+b

soit, en multipliant la 1*¢ ligne par nov et la 2¢ par mu :

{(nv)x = (nv)mk + (nv)a (ki k)€Zx L

(mu)x = (mu)nk’ + (mu)b
En ajoutant les deux lignes, on obtient :
(nv + mu)x = mn(vk + uk') + nva + mub

soit :
r = mn(vk + uk’) + nva + mub.
z=a modm

, alors x = nva+mub mod (mn).

Alinsi, si x est solution du systeme
r=0b modn

. z=a modm
« Montrons maintenant que z = nva + mub mod (mn) =
z=b modn

Puisque m et n sont premiers entre eux, il existe un couple (u;v) d’entiers relatifs tels
que um + vn = 1, soit nv =1 — mu.
Alinsi,

r = nva+mub mod (mn) = r =nva mod m =z = (l—mu)a mod m =z =a mod m.
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De méme,
r=b mod n.

. R r=a modm
x est donc solution du systéme
r=0b modn

2 Notons z le nombre de macarons commandés par la société. D’apres 1’énoncé, on a :

=3 mod?H
r=2 mod9

5 et 9 étant premiers entre eux, on utilise le théoreme des restes chinois : il existe un couple
(u;v) d’entiers relatifs tels que 5u + 9v = 1. On trouve facilement (u;v) = (2;—1).
Dans ce cas, t =9 x (—1) x 34+ 5 x5 x 2 mod (5 x9), soit x =23 mod 45.

Le nombre compris entre 100 et 140 correspondant est x = 23 + 2 x 45 = 113.

La société a donc commandé 113 macarons.

B Corrigé de I'exercice 35.

1 Montrons ce résultat par 'absurde. Supposons qu’il existe deux restes égaux r et r’ et
notons pour k € [0;p — 1] et & € [0;p — 1] différent de k :

ka =pq+r qeZ, 0<
Ka=npqd +r qd €z, 0<

Ainsi, par différence :
(k—K)a=(q—q)p.

p divise donc (k — k)a.

Or, (k—kK') < p donc p ne peut pas diviser (k—£k’) et donc p divise a, ce qui est contradictoire
avec nos hypotheses.

Par conséquent, il ne peut pas exister deux restes égaux dans la division euclidienne par p
de a, 2a, ..., (p — 1)a.

2 D’apres ce qui précede :

D’ou, par produit :
(p—'a* ' =riry---r,; modp.

Comme les r; sont tous distincts, rry---7,-1 = (p — 1)! et comme pged(p; (p — 1) 1)=1,
on peut diviser chacun des membres de la congruence par (p — 1) !, ce qui donne :

a'=1 modp

3 Pour tout entier a tel que pged (a;561) = 1, il existe un couple d’entiers relatifs (u;v) tel
que au + 561v = 1, soit tel que au =1 mod 561.
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On utilise 3 fois le petit théoreme de Fermat :

w? =1 mod3 «<— v =1 mod3
u® =1 mod 1l < v’ =1 mod 11
u® =1 mod 17 < v’ =1 mod 17
D'ou :
w5 =7 mod 561 avec r=1 mod3, r=1 modl1l, r=1 mod 17.
On a alors :
r=3k+1=11K+1=17K"+1,
soit :
3k =11k = 17k".
Ainsi, 11 divise k et 17 divise &/, soit k = 11m et k' = 17m/.
Alors,
r=3x1lm+1=11x1Tm +1
soit :

3x1lm=11x 17m’

et donc 3m = 17m/. Ainsi, 17 divise m et on peut écrire m = 17\.
On arrive ainsi & : 7 =3 x 11 x 17A 4+ 1, soit r = 1 mod 561 et donc ©*®® =1 mod 561.

Or, nous avons vu que au = 1 mod 561 donc (au)’®® =1 mod 561.

Comme u°° = 1 mod 561, cela nous donne : a®*® = 1 mod 561, ou 561 n’est pas un
nombre premier.

Ceci prouve que la réciproque du petit théoreme de Fermat est fausse.
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Enoncés

Enseignement de spécialité :
Matrices

Disponible sur http: // www. mathwebdb. fr

o Exercices d'application du cours

22 novembre 2016

@ Exercices de réflexion

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Opérations sur les matrices

*ictevers @

B Exercice 1. Opérations élémentaires

(Source : ts-spe-matrices-01)

On donne les matrices suivantes :

1 —1
0 —1 1 -1 2 -1
a=(0 5y om0 e ) c=[o2

1 Calculer A+ B.
2 Calculer 2A.

B Exercice 2. A la recherche d’'une matrice

(Source : ts-spe-matrices-02)

—1

3 Calculer AC.
4 Calculer CA.

*kvevese @

- . B 2 (10
On considere les matrices A = < 1 _1> et [ = (0 1).
1 Vérifier que AI = [A = A.

2 Trouver la matrice B = <§ y) telle que AB = 1.

t
3 Vérifier que BA = I.

Kk kvt @

B Exercice 3. Puissance d’'une matrice et raisonnement par récurrence

(Source : ts-spe-matrices-03)

On considere les matrices :

1 Calculer A2,
2 Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul, (I + A)" = I + nA.

3 En déduire une expression de B™ en fonction de n.
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B Exercice 4. Equation X2 = I,

(Source : ts-spe-matrices-09)

d 01

On souhaite résoudre I’équation X2 = I, ou X = <Z b) et I, = (1 O).

1 Exprimer X? en fonction de a, b, c et d.

2 En déduire toutes les matrices X possibles.

B Exercice 5. Puissance d’'une matrice 3 x 3
(Source : ts-spe-matrices-10)

1 -3 =2
Soit A=—-1 1 -4
-1 2 =2

1 Calculer A3.

2 En déduire une expression de A™ pour tout entier naturel n non nul.

B Exercice 6. Puissance d’'une matrice 3 X 3
(Source : ts-spe-matrices-11)

1 -4 -4
Soit A=(—-1 1 2
1 -2 =3

Calculer A2, puis en déduire une expression de A™.

B Exercice 7. Puissance d’'une matrice 3 X 3
(Source : ts-spe-matrices-12)

1 -3 =2
Soit A=(-3 1 2
3 -3 -4

Calculer A2 et en déduire A™ en fonction de n.

B Exercice 8. Avec une matrice nilpotente

(Source : ts-spe-matrices-05)

nuls.
39 -9 4 9 -9 1 00
Soient N=12 0 0 |,A=(2 1 0 [etl3=]0 1 0
3 3 -3 3 3 =2 0 01

1 A Daide de votre calculatrice, vérifier que N est nilpotente d’ordre 3.

*kvedeyr @

*kvrvese @

*iedereyr @

*iedrreyr @

*kxkv: @

On dit qu’une matrice N est nilpotente d’ordre k s’il existe un entier naturel non nul k tel que
N* = 0, ou O représente la matrice nulle, ¢’est-a-dire la matrice dont tous les coefficients sont

2 En exprimant A en fonction de N et I3, exprimer A™ pour tout entier naturel n non nul.

k=n

Aide — on pourra s’aider de la formule du binéme de Newton : (A+B)" =Y

ou A et B sont deur matrices quelconques et ot :

(n)_ 2X3X4X---Xn
F) o (2x3xx k) x [2x3x4x - x (n—k)|
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B Exercice 9. Diagonalisation d’une matrice kK ke @

(Source : ts-spe-matrices-07) Corrigé page 251

On considere la matrice A = (Z :2)

L’objectif de cet exercice est de trouver deux matrices P = (ﬁ Z) et D = (361 1(;) ) telles que
2
A=PDP™L

1
On pose I, = 0 (1)> la matrice identité.
On rappelle que le déterminant d'une matrice carrée C' = (: ?) est le nombre noté

det(C) = ad — 0.

1 Soit z un nombre réel. Déterminer P(z) = det(A — z1y).

2 Déterminer les racines de P(x); on les notera xy et xo, avec 1 > xo.

3 Calculer X1 = A — 2115 et X9 = A — 2915, puis trouver deux matrices colonnes C; et Cy
telles que X1C7 =0 et XoC5 = 0.

4 On décide alors de former la matrice P a 'aide des deux matrices colonnes C; et Cy (la
premiére colonne de P étant la matrice colonne C et la seconde colonne de P, Cy), puis
de former la matrice diagonale D a 'aide de x; et x5 trouvés précédemment.

Vérifier que PDP~! = A.
2TL
0

6 En déduire une expression de A", pour n > 1.

, 0 .
5 Montrer par récurrence que D" = ( 1) pour tout entier n > 1.

B Exercice 10. Triangularisation d’une matrice *hhkte @
(Source : ts-spe-matrices-08)

-1 -1
4 3

1 Déterminer le polynoéme P(z) = det(A — x13), puis déterminer ses racines.

On considere la matrice A = ( ) On note I, = <(1) (1)> la matrice identité.

-1
2 Calculer A— I puis montrer que la matrice colonne X = ( 5 ) est telle que (A—15)X = 0.

-1 0 1 a
3 OnposeP:<2 1>etT:<O 1).

Trouver a telle que PTP~! = A.

. . 1
4 Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, T" = (O ?)

5 En déduire une expression de A™ en fonction de n.

B Exercice 11. Matrice inverse *irdevrye @
(Source : ts-spe-matrices-14)
1 -2 =2 1 -2 -1
Soient A=]-1 0 —-2|etB=|-2 1 1
-1 =2 0 -2 2 0

1 Calculer A2+ A et B2 — 3B.

2 En déduire la matrice inverse de A et de B.
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Ecritures matricielles (systémes linéaires)

B Exercice 12. Résolutions de systémes linéaires *ietevete @

(Source : ts-spe-matrices-04) Corrigé page 253

A Taide de votre calculatrice et en associant a chacun des systémes suivant sa matrice, trouver
leurs solutions.

g {:1:+2y:1 et y—z=1
T+ 3y =2 5 (2r—-3y+z=-1
> {3x—5y:7 r+2y—z=2
20 — Ty =5 T+2y+32=4
5 {—.754—23/:—1 6 <3xr+2y+ z=0
20 +4y =1 r— y+ z=1
or +4y = =3
{3x+4y:5

Ecritures matricielles (suites numériques)

B Exercice 13. Suites imbriquées et matrices *hxxk @

(Source : ts-spe-matrices-06) Corrigé page 254

On considere les suites (un),,5q €t (vn),, définies par leur premier terme up = 1 et vo = 1 et,
pour tout entier naturel n, par les relations suivantes :

Upt1 = 2Uy + 30, + 1
Upt1 = —Up — 20, — 1

Ces conditions peuvent s’écrire de fagon matricielle sous la forme U, = AU, + B, avec

)

1 Trouver la matrice colonne C' telle que C'= AC + B.
On pose X, =U, — C.
Montrer que X1 = AX,,, puis en déduire que X,, = A" X.
3 1 1 0
3 On pose P = (_1 _1> et D = (0 _1>.
Vérifiez que A = PDP~!, puis en déduire, a I'aide d’un raisonnement par récurrence, que
A" = PD"P~! pour n > 0.
4 FEn déduire alors une expression de X,,, puis de U, et donc de u,, et v,.

B Exercice 14. Puissance d’une matrice 3 X 3 Kk ke @
(Source : ts-spe-matrices-13)
1 01
Soit A= |0 1 0[.On considere la suite (uy),-, définie par uy =1 et w11 = u, + 2"
0 0 2
1 0 wu,
1 Montrer que pour tout entier naturel n, A" = [0 1 0
00 2"
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2 FEn considérant la somme des u,.1 — u,, exprimer u, en fonction de n, puis A™.

B Exercice 15. Systeme de suites *hx e @

(Source : ts-spe-matrices-15) Corrigé page 256

On consideére les suites (a,) et (b,) définies par ag = 0,3, by = 0,7 et :

{ ans1 =0,7a, +0,6b,
0

bn+1 =Y 3a, + 07 4b"

a
Pour tout entier naturel n, on définit la matrice colonne U,, = ( b").
n
1 Ecrire la matrice A telle que Uni1 = AU,
2 Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, = A"Uj.

3 A laide de la calculatrice ou d’un logiciel de calcul formel, calculer A2, A3 et A%.

Que peut-on conjecturer quant & liIJIrl A", et donc sur la limite des suites (a,) et (by,) ?
n—-+0o0

B Exercice 16. Suites imbriquées Kkt @

(Source : ts-spe-matrices-16) Corrigé page 256

On considere les suites (a,) et (b,) définies par ug =0, vo =1 et :
Up+1 =
Upn+1 =

Up,
Pour tout entier naturel n, on définit la matrice colonne U,, = ( )
Un,

(U, + vy)
(uy + 2vy)

Wl N

1 FEcrire la matrice A telle que U,y = AU,.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, = A"U,.
4 1 1

5 et Q = f 2
2

3 On définit les matrices P = 6
5
Montrer que P et () sont inverses 'une de l'autre.

cloy G
SN———

4 Déterminer la matrice diagonale D telle que QDP = A.

5 En déduire que pour tout entier naturel n, U, =

6 En déduire la limite des suites (uy,,) et (vy,).
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Corrigés

22 novembre 2016

B Corrigé de I'exercice 1.

1 Pour effectuer une somme de deux matrices de mémes dimensions, on effectue la somme

des coefficients qui sont a la méme position.

1 =5 2 1 6 -1

s () 4 -

2 Pour déterminer 2A, on multiplie tous les coefficients de A par 2 :

0 -1 1
2l )

0 -2 2
2 —10 4

3 Le produit AC est :

1 -1
A(J:<(1) :é ;) 0 2
3 —1

AC = Ix1+(=5)x04+2x3 1x(=1)+(=5)x2+2x(-1)
3 -3
AC =17 —13)

4 Le produit C'A est :

1 -1
easfo =) (0 2 )
3 —1

Ix0+(=1)x1 1x(=1)+ (=
CA=| 0x0+2x1  0x(=1)+2
3x 04 (—1)x1 3x(=1)+(—

-1 4 -1
CA=|2 -10 4

1

1

-1 2 1

248

OX1+(=1)x0+1x3 0x(=1)+(=1)x2+1x(=1)

)X (=5) 1x1+(—1)x2
x (=5) 0x1+2x2
) x (—5) 3><1+(—1)><2)

)



W Corrigé de I'exercice 2.

1 Ona:
-1 2 1 0
A= —1)(0 1)
_f —1Ix1+2x0 —-1x0+2x1
S \Ix14+(-1)x0 1x0+(-1)x1
-1 2
Al=1, —1)
Al = A
De plus,

1 0\ (-1 2

o ) (32
Ix(-1)+0x1 1x24+0x(=1)
Ox1+1x1 0x2+1x(-1)
-1 2

(02

TA=A

On a donc bien Al = 1A = A.

was-1 = (3 2)(00)-(0)

—r+2z —y+2t\ (1 0
T —2z y—t ) \0 1
{—x+222 ot {—y+2t:0
rT—z= y—1=
—x 4+ 2x = y =2t
{x:z et {Zt—tzl
< zrx=1,z=1,t=1, y=
1 2
Ainsi, B_<1 1

1
1

BA:GX ~1)+2x1 1><2+2><(—1)>
1

B Corrigé de I'exercice 3.

R ERATEREN

9 2x2+4x(-1) 2x4+4x(-2)
A" = <_1 K24 (=2) x (=1) —1 x4+ (—1) (_2)>

, (00
= (o)
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2 .« Initialisation.
(I + A)' =T+ A =1+ 1A donc linitialisation est faite.

o Hérédité.
Supposons que pour un entier k strictement positif donné, (I + A)* = I + kA.
(I+A)F = (I+ AT+ A)
=+ KA+ A par hypothese de récurrence
=1+ TA+ KAl + kA* en distribuant
=1+ A+EA car A% sannule et JA = Al = A
=1+ (1+k)A.

L’hérédité est alors vérifiée.
L’égalité est alors vraie pour tout entier naturel non nul.

e On peut remarquer que B = I + A; ainsi, d’apres la question précédente,

-n 1—2n

B”:I+nA:(1+2n 4n )

B Corrigé de I'exercice 4.

5 a b\ fa b a’>+bc  bla+d)
| X :<c d) (c d>:<c(a—|—d) d2+bc>

2
2 On veut que X2 =1, donc(a +be b(CH_d)):(l 0>.

cla+d) d®+be 01
a’+bc=0

o . Jbla+d)=0

Ainsi, on a le systeme : cla+d)=0
d?> +bc=0

On déduit de 'équation b(a+d) = 0 que b = 0 ou a+d = 0, puis de I’équation c(a+d) =0
quec=0oua-+d=0.
e Sib=0,alors a*> =0 (donc a = 0), d*> = 0 (donc d = 0) et c(a+d) = 0 donc ¢ x 0 = 0,
ce qui est toujours possible.

Dans ce cas, | X = <0 O) , ceR.
c 0

2
e Sib+#0,alors a+d=0donc d= —a. Ainsi, a®> + bc = 0 et doncc:—%.

Dans ce cas, | X = <_a2 b )

a
b a

B Corrigé de I'exercice 5.
2 00
1 A3=[0 2 0| =21
00 2
2 o Sin=3k A" = (2I3)* = 2*I;.
o Sin=3k+1, A" = (2I3)*A = 2F A.
o Sin=3k+2, A" = (2I3)* A% = 2~ A2,
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B Corrigé de I'exercice 6.
A? = I donc :

e Sin=2k A" = I,.
e Sin=2k+1, A" = A.

B Corrigé de I'exercice 7.
A? =415,

e Sin= 2]{?, A" = (AQ)k = (4]3)k = 4k]3
e Sin=2k+1, A" = (A2)FA = 4k A.

B Corrigé de I'exercice 8.

0 0 0
1 Ontrouve N2= |6 18 —18| et N3 =0.
6 18 —18
= n kn—k 1o N PN
2 A=N-—1Iydonc A" = (N —I;)" = > ) N*IZ™" d’apres la formule du binéme de
k=0
Newton. .
Or, I§7% = I3 donc A" = Y <n> N*.
im0 \k
—1
De plus, pour k > 3, N¥ = O donc A" = 4+ (T) N+ (Z) N2, soit| A" = I + nN + ”(nQ>N2 .
B Corrigé de I'exercice 9.
5 —3 z 0 S—w -3

LAd=ebk={y o) {0 )7\ 4 —2—x>'

Ainsi, det(A—z1y) = (5—1)(—2—x)—4(—3) = —10—bz+2z+2*+12 = 2? — 3z + 2 = P(x).
2 Les deux racines de P(x) sont 1 = 2 et x5 = 1 (x1 > ).

4 -3 3 =3
3
Posons Cy = . palors, XoCy =0 <= 4o -3y =0 < =z = Zy On peut alors
Y

prendre, par exemple, y = 4, donc x = 3.
o 3
Ainsi, |Cy = (4) .

Posons C = (x) ;alors, X101 =0 <— {
Yy

3r—3y=20
dr —4y =0
prendre, par exemple, x =y = 1.

Ainsi, Cl = (1) .

1
4 Ona.P_<1 4

1 3\ /2 O 4 -3
) -1
On a alors : PDP~ = (1 4> <O 1) ( 11 ) = A.

1
5 o Initialisation : D! = D = (2 O).

4

. La calculatrice nous donne : P~! = <_ 1

0 1
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2k
« Hérédité : supposons que pour un entier k > 1 fixé, D¥ = (0 (1)> Alors :

2k 0\ /2 0 2k+1
k+1 k _ _
D _DD_<0 1)(0 1)‘(0 1)'

L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout n > 1, D" = < 0 ?)

6 On peut voir que :

A" = (PDP‘l) (PDP‘l) . (PDP—l)
Or, P~'P =1, donc :

A" = PDIL,LDI,D---DP~!
— pp"p!

()6 )
()

(—3><2n+4 3><2n—3>

4 — 2n+2 2n+2 -3

B Corrigé de I'exercice 10.
1 P(x) = det(A — xly) = (x — 1)% En effet, A — xl, = (—14—1’ 3_—1x> donc P(x) =
(—-1-2)B3—2)—4(-1)=2>-2r+1=(z— 1)
Ainsi, P admet une racine double : = = 1.
-2 -1

w7 2 (7)) ()0

3 Ona:
o (-1 0\ (1 a\[-1 0
Pre _<2 1 0 1 2 1
(1 —2a —a
o 4a 2a +1
On veut :
1—2a —a (-1 -1
4a 2a+1) \ 4 3
d’oul a = 1.

11

4 o Initialisation : T = (O )

) ; la formule est vraie pour n = 1.

o Hérédité : on suppose que pour un k > 1 fixé, T" = <(1) T)

1 k\ (1 1 1 kE+1
k+1 _ ok _ _
reerr= (09 (o1) =6 1Y)

L’hérédité est alors vérifiée. La formule est ainsi vraie pour tout n > 1.
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n —2n+1 —n
n __ -1 _ n p—1 __
5A—(PTP ) = PT"P —< in on 1).
B Corrigé de I'exercice 11.

1 A2+ A=6I;et B>— 3B =4I,

1
2 De A2+ A = 613, on en déduit que A(A+ I3) = 613 donc A x 6(A+]3) = I35 donc 'inverse
de A est :

Al = é(AJr]g) A= |-

Wl
S

1
De B? — 3B = 413, on déduit que B(B — 3I3) = 413, soit B x Z(B — 3I3) = I3 donc :

1 1 1
1 T2 T2 T 1
-1 __ _ 1 1 1
B'=(B-3L)=|-} 5 }
1 1 _3
2 2 4

B Corrigé de I'exercice 12.

X 42y =1 N . 1 2
1 Lesysteme +3 5 peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec A = ,
T+ 3y =

() an- () .

Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

A la calculatrice, on trouve : A~ = _31 _12 donc X = A7'B = <_11>
L’unique solution du systéme est donc le couple (—1;1).
X 3w —dy =17 N .
2 Le systeme 5 . . peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec
T — Ty =

=t 9 (o)

Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

R 1 — 1
A la calculatrice, on trouve : A~! = — [ donc X = A7'B = — 24 )
11\2 -3 11 \—1
1
L’unique solution du systeme est donc le couple (11 ; —11>.
X —r+2y=—1 A .
3 Le systeme peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec
20 +4y =1

-1 2 x -1
A_<2 4>,X_<y> etB—<1>.
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.
1 /(- 1
42 dOHCX:AlB:8<6>.

A la calculatrice, on trouve : A~ = = o

s\2 1

3 1
L unique solution du systeme est donc le couple <4 ; —8).
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. Sr +4y = -3 . L. .
4 Le systeme peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec
3r+4y=>5

5 4 x -3
A= <3 4>,X_ (y) etB—<5>.
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

R 1 — 1 (-
A la calculatrice, on trouve : A7 = = ( 4 4) donc X = A7'B = 1 ( 16).

8\—3 5 17
17
L’unique solution du systeme est donc le couple (—4; 4).
r+ y—z=1
5 Le systeme ¢ 2x — 3y + z = —1 peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec
rTH+2y—z=2
1 1 -1 x 1
A=[2 -3 1 |, X=|yletB=|-1
1 2 -1 z 2
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.
1 -1 1 2 1 2
A la calculatrice, on trouve : A'=-1-3 0 3| donc X =A"'B=-1(3
715 3 \o

2 2
L unique solution du systeme est donc le triplet <3 . 3).

r+2y+32=4
6 Le systeme {3z 4+ 2y+ 2z =0 peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec

r— y+ z=1

1 2 3 x 4
A=|[3 2 1|, X=|yletB=]0
1 -1 1 z 1
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.
. 1 -3 5 4 1 -1
A la calculatrice, on trouve : At = — | 2 2 —8|donc X=A"'B=—-|0
1615 3 4 2\ 3

1 3
L’unique solution du systeme est donc le triplet (—2 0 0; 2).

B Corrigé de I'exercice 13.

1 Posons C = <I>
Yy

-1
Ainsi _
insi, | C' < 0 )
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donc, par soustraction, on a :

f U1 = AU, + B
Ona'{c = AC+B

Up1 —C =AU, — AC soit U, —C =AU, —C) soit ‘ i1 = AX,

D’apres la question précédente, la suite

et ()]}

nso €St géométrique de raison A et de premier

Ainsi, X,, = AX,,_1 = A2X,,_o = --
_ 3 1 1 0 2
1_
PDP-! — ( . 1) (O 1> ( 3) A (avec la calculatrice).

3
« Initialisation : A' = PD'P~!, évident.

« Hérédité : supposons qu’a un certain rang k, A¥ = PD¥P~1,
Alors, A¥1 = AkA = PDF P*1P DP~! = pDFIp-L

—r
L’hérédité est alors vérifiée. L’égalité est donc vraie pour tout entier n > 1. Pour n = 0,
I'égalité est évidente : A = [ = PP~

n o (17 0 (1 0
Notons que D" = <0 (_1)n> = (O (_Un).
On sait que X,, = A"X| donc :

S R [ TEAT

Alinsi,
3, 5(=Dn
-84 3 0
soit
7 . 5(=1)nt!
U — (2 + 2 )
o\l seyn
—3t 73
Ainsi, pour tout entier naturel n,
7 5(—=1)"t 3 5(=1)"
= = t = ——
U 5 + 5 e v 5 + 5
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W Corrigé de I'exercice 14.
1 Raisonnons par récurrence.

« Initialisation : évidente car u; = 1 et 2! = 2.

1 0 (3
« Hérédité : on suppose que pour un entier k > 1 fixé, AFx =10 1 0
0 0 2F
1 0 w\ /1 01 1 0 wy+2F 1 0 upp
ARl = AkA=[0 1 0 01 0o]=1(01 0 =10 1 0
0 0 2° 0 0 2 0 0 2k 0 0 2+
L’hérédité est alors Verlﬁee L’ egahte est alors vraie pour tout n > 1.

2 Uy — u, = 2" donc Z (uk+1 — uk) = Z 2k
k=1

k=1
n—1 n—1
Ainsi, u,, —u; = Z 2k soit u, = Z ok,
h=1 2n+1 -1 -
Par conséquent, u,, = 1 = 271 1. On a alors :
1 0 2t —1
A"=10 1 0
0 0 2"

B Corrigé de I'exercice 15.
0,7 0,6
| A= (O, 3 0,4)
2 o Initialisation : U; = AU, par définition de A donc l'initialisation est réalisée.

« On suppose que pour un entier naturel k fixé, U, = A*Uj.
AIOI"S, Uk+1 = AUk = A X AkUO = Ak+1U0.
L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier naturel n, U, = A"U,.

0,67 0,66 0,667 0,666 0,6667 0,6666
2 ) ) 3 _ ) ) 4 ) )
| A= (0,33 0,34>’A B (0,333 0,334) et A= (0, 3333 0,3334)'

On peut supposer alors que 1_1&1 A" =

(9=

W= wiN
W= wiN

n—-+o0o n—-+o0o

Ainsi, lim U, = (
n—-+oo

W= wiN
W= wiN
W= wiN

2 1
t d li n=—c¢et lim b, =-.
)e onc lim a 5 et lim 3

B Corrigé de I'exercice 16.

1A:( )

2 o Initialisation : Uy = AU, par définition de A donc 'initialisation est réalisée.

Wl NI
WIN N

« On suppose que pour un entier naturel k fixé, U, = A*U,,.
AIOI'S, Uk+1 = AUk =Ax AkUO = Ak+1U0.
L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier naturel n, U, = A"Uj.
N 1
3 A la calculatrice (par exemple), on vérifie que PQ = QP = (O (1)> donc P et () sont

inverses 'une de autre.
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Si A=QDP =P 'DP,alors PA= PP 'DP =DP et PAP™' = DPP~' = D.

On trouve alors D = (é 9)
6

On en déduit que A" = (QDP)* = QD"P et donc U, = A"Uy = QD" PUj,.
En effectuant le calcul, on trouve ce qui est demandé.

On trouve alors lim u, = lim v, = —.
n——+00 n—-+o0o 5
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